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Algebraische Topologie
Ubungsblatt 0

Dieses Ubungsblatt ist ein reines Prisenziibungsblatt und dient zur Wiederholung des Stoffs der
Topologie-Vorlesung des letzten Semesters. Viele Aufgaben sollten Ihnen bekannt vorkommen. Wenn
Sie alle Aufgaben ohne Hilfsmittel l6sen konnen, sind Sie sehr gut vorbereitet fir das kommende
Semester. Wenn nicht, sehen Sie, welches Thema Sie noch einmal etwas genauer studieren sollten.

1 | Die Propositionen von Professor N. Aive

Sei f: (X,x0) — (Y, yo) eine Abbildung zwischen zwei punktierten Radumen, die beide wegzusammen-
hangend sind, und sei 71(f): m(X,z9) — m1(Y,y0) der durch f induzierte Homomorphismus.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

2 | Potente Antipoden

(a) Konstruieren Sie eine explizite Deformationsretraktion von R"*! < {0} auf S™. Begriinden Sie
Ihre Antwort.

(b) Sei a: S™ — S™ die Antipodenabbildung, definiert durch a(x) = —z. Zeigen Sie, dass a
homotop zur Identitdt ist, falls n ungerade ist.

(c) Sei f: S' — S! eine Abbildung, die nicht homotop zur Identitét ist. Zeigen Sie, dass es einen
Punkt 2 € S gibt mit f(2) = —2 und einen Punkt y € S mit f(y) = y. Was passiert, wenn
wir S' durch S™ ersetzen?

3 | Der reelle projektive Raum

Sei n > 0 eine ganze Zahl. Der reelle projektive Raum RP" ist definiert als Quotient von S™
nach der Aquivalenzrelation z ~ —z. Was ist RP!? Zeigen Sie, dass sich RP™ auch als Quotienten
der n-dimensionalen Kreisscheibe D™ nach der Aquivalenzrelation x ~ —z fiir x € 9D" = S™~!
schreiben lisst. Leiten Sie daraus ab, dass fiir alle n > 1 der projektive Raum RP” aus RP"~! durch
Anheften einer n-Zelle entsteht.



4 | Vertrackt

Zeigen Sie, dass es in den folgenden Féllen keine Retraktionen r: X — A gibt:
(a) X =D?x D?und A =0X = 8! x St
(b) X =R3 und A irgendein Teilraum, der homdomorph zu S* ist
(c) X=8'xD?und A=0X = S' x S!

(d) X =8 x D? und A = {0} x S mit x( ein beliebiger Punkt in S*
)

(e) X = S' x D? und A das Bild der folgenden Einbettung von S':

5 | Karol hilft Stanistaw auf die Spriinge

Sei p: X — X eine Uberlagerung. Wie lautet die Definition einer Hochhebung eines Weges auf X?
Lassen sich Wege immer hochheben? Sind die Hochhebungen eindeutig?
Betrachten Sie nun einen Weg zwischen zwei gegeniiberliegenden Punkten auf S2. Zeigen Sie, dass
es keine stetige Abbildung

f: 8% 6t

gibt, so dass f(—xz) = —f(x) fiir alle z € S? gilt.

6 | Bastellei

Betrachten Sie X = S v S! mit dem Wedge-Punkt z( als Basispunkt. Dann gilt nach Seifert-van-
Kampen 71 (X, z¢) = (a,b), wobei a und b die beiden Schleifen sind, die jeweils um einen der beiden
Kreise verlaufen. Beschreiben Sie die Uberlagerungen, die den folgenden Untergruppen entsprechen:

(a) ((ab)), die von ab normal erzeugte Untergruppe,
(b) (ab), die von ab erzeugte Untergruppe,

(c) der Kern des Homomorphismus ¢: (a,b) — Z/6, definiert durch ¢(a) = [2] und ¢(b) = [3].

Die ersten Aufgaben zur Abgabe sind auf dem nichsten Ubungsblatt.
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1 | Klein und simpel

Geben Sie der Kleinschen Flasche die Struktur eines A-Komplexes. Bestimmen Sie den zugehoérigen
simplizialen Kettenkomplex und berechnen Sie anschlieBend die Homologie dieses Kettenkomplexes.
Verifizieren Sie, dass die erste Homologiegruppe die Abelianisierung der Fundamentalgruppe ist.
Wiederholen Sie anschlieBend die Rechnung fiir RP? anstelle der Kleinschen Flasche.

2 | Zerfall von kurzen exakten Sequenzen

Sei R ein Ring (mit Eins) und

0—ALsB %o o (%)
eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert eine Retraktion von f, also ein Homomor-
phismus r: B — A mit ro f =idy4. N !
(b) Es existiert eine Sektion von g, also ein Homomorphismus e AascCc P
s: C'— B mit gos=ide.

B

\ /-

C

(¢) Es existiert ein Isomorphismus B =2 A@® C, der das rechte
Diagramm kommutativ macht, wobei ¢ und p die offensichtliche Inklusion bzw. Projektion
sind (d. h. i(a) = (a,0) und p(a,c) = c).

Gilt eine (und damit alle) der drei Aussagen, so sagt man, dass die exakte Sequenz (x) zerfillt (engl.:
split exact sequence). Folgern Sie, dass (x) zerféllt, falls C ein freier R-Modul ist.

3 | Exakt!

Versuchen Sie fiir jede der folgenden exakten Sequenzen abelscher Gruppen, so viel wie moglich tiber
die Gruppe G und den Homomorphismus « herauszufinden. Begriinden Sie Thre Antwort sorgfiltig!

(a) 0 —2Z/2—G—7Z—0
(

)
b) 0 —Z/2—G—Z/2—0
()0 —G—Z-%Z—1Z/]2—0
)

d)0—2Z/3—G—Z/2—7Z-2>7Z—0



4 | Studentenfutter

Beschreiben Sie Kern, Bild und Kokern von jedem der folgenden Homomorphismen. [Zur Erinnerung:
Fiir einen Homomorphismus f: A — B von Gruppen oder Vektorrdaumen ist sein Kokern der Quotient

B/Im(f).]
(a) Z — Z, gegeben durch n — 2n;

(b) Z/r — Z/2r, gegeben durch n — 2n;

)
)
(c) ZOZ])2 — 7 ®Z/4, gegeben durch (n,m) — (2n,2m);

(d) R — R2, gegeben durch z + (z, —x);

(e) R? — R?, gegeben durch (a,b) — (a + b,a — b);

(f) Z&Z — Z & Z, gegeben durch (a,b) — (a +b,a —b).
Berechnen Sie schlieBlich die Homologie des Kettenkomplexes

0wz 7202 %7 0,

wobei die Homomorphismen f und g durch f(n) = (0,3n) und ¢(y, z) = 2y gegeben sind.

5 | Minimal verhiillt

Sei n eine nicht-negative ganze Zahl. Wir nennen eine Teilmenge A C R"™ konvex, wenn fiir je zwei
Punkte x,y € A auch jeder Punkt auf der Strecke zwischen x und y in A liegt. u

Seien nun vy, ..., v, € R™ affin unabhéngig. Zeigen Sie, dass der n-Simplex
n n

[UOw--avn]:{ZtivieRn Ztizlundti>0}
i=0 i=0

die kleinste konvexe Menge ist, die die Punkte vy, ..., v, enthéilt.

Sei nun n > 1 und betrachten Sie den n-Simplex A" als A-Komplex. Zeigen Sie, dass H*A(A”) =0
fiir + = n und * = n — 1. Folgern Sie daraus, dass H2 ;(0A") = Z.

(Diese Berechnung ist deswegen recht interessant, weil A™ homoomorph zu D™ und OA™ homdomorph
zu D™ = S~ ist; wgl. die Gleichungen am Ende von 1.3 im Skript der ersten Vorlesung.)

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 27. Oktober um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Kettenhomotopie als Kettenhomologie
Seien (C,d) und (C’,d") zwei Kettenkomplexe von R-Moduln. Wir definieren fiir m € Z

Mat,, = Mat,,((C,d), (C',d’)) = H Homp(Ch, C} i),
nez

wobei Hompg(+, ) den R-Modul von R-Modulhomomorphismen bezeichnet. Wir definieren ferner
Abbildungen

D,,: Mat,,((C,d), (C’, d’)) — Mat,,—1((C,d), (C”,d’))
frodof—(-1)"fod
Zeigen Sie, dass (Mat, D) ein Kettenkomplex ist. Interpretieren sie die Ote Homologiegruppe dieses
Kettenkomplexes.

Mittels dieser Konstruktion kann man die Kategorie der Kettenkompleze als sogenannte angereicherte
Kategorie ,uiber sich selbst® betrachten, d.h., die Morphismenrdume von Kettenkomplexen sind selbst
Kettenkomplexe.

2 | Homologie von Kettenabbildungen

Im folgenden Diagramm stellen die Zeilen Kettenkomplexe dar, und die vertikalen Abbildungen
eine Kettenabbildung f vom oberen Kettenkomplex C, zum unteren Kettenkomplex D,:

C, 00— 787 378767 767 — 0
Jf ih Jfl ifo
D, 0 ——ZaZ 7 7 9 Z 0

mit den Homomorphismen
O‘(%Z/):(x_yvﬂf—y,m—y)v B(IE,:%Z):(Z—QL’,O),
fZ(xay) = (Z:E’Qy)a fl(xayvz) =2z + 23/7 fO(xay) =Y,
V(z,y)=22—-2y,  d(z)=0.

(a) Uberpriifen Sie, dass Cy und D, tatsichlich Kettenkomplexe sind und dass f tatséchlich eine
Kettenabbildung ist.

(b) Berechnen Sie die Homologie jedes Kettenkomplexes und die induzierte Abbildung in der
Homologie.



* 3 | Kleiner Euler

Sei
0—Q*—Q —Q°—Q¢—0

eine exakte Sequenz. Zeigen Sie, dass a + b+ ¢ + d gerade ist.

* 4 | Aufraumen

Sei (C,d) ein Kettenkomplex iiber einem Ring R. Sei ferner a € Mato((C, d), (C, d)) mit Notation
wie in Aufgabe 1. Angenommen a? = 0. Zeigen Sie, dass (C,d + da — ad — ada) ein Kettenkomplex
ist und dass er sogar isomorph zu (C, d) ist.

[Hinweis: Fihren Sie nach Maéglichkeit keine Indizes ein, sonst geraten Sie in Index-Hdéllen; mit
anderen Worten: Ignorieren Sie die Zerlegung von C in die Kettenmodule Cy,.]

% 5 | Jagd im Labyrinth

Betrachten Sie das folgende kommutative Diagramm

A, f1 Ay f2 Aq f3 A, fa As

O

Bl g1 BQ g2 B3 g3 B4 g4 B5

in dem die Zeilen exakt sind. Zeigen Sie, dass h3 ein Isomorphismus ist, falls h1, ho, hg, hs Iso-
morphismen sind. Kann man die Voraussetzungen abschwiachen, ohne die Schlussfolgerung zu
dndern?

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 3. November um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Eine pedantische Schlange

Vervollstdndigen Sie den Beweis des Schlangenlemmas, d. h. zeigen Sie, dass die Sequenz bei coker u
und coker v’ exakt ist.

2 | Kurze Homotopien

(a) Seien
g

0 A —— Ay 0 und O By By 0

Kettenkomplexe von freien R-Moduln, die bei A; bzw. B; exakt sind. Zeigen Sie, dass die
Kettenkomplexe homotopiedquivalent sind, falls sie die gleiche Homologie besitzen.

(b) Finden Sie zwei Kettenkomplexe von Abelschen Gruppen

B

0 A1 @ AO 0 und 0 B1 Bo 0 5

die bei Ay bzw. B; exakt sind und die gleiche Homologie besitzen, allerdings nicht homotopie-
dquivalent sind.

* 3 | Homologie detektiert Homotopie

(a) Sei (C,d) ein Kettenkomplex von freien Abelschen Gruppen. Zeigen Sie, dass (C,d) isomorph
zu der direkten Summe von Kettenkomplexen der Form

0 —— imdpss —2 kerdy, —— 0

ist. [Tipp: Ubungsblatt 1, Aufgabe 2]

(b) Seien nun (C,d) und (C’,d") Kettenkomplexe von freien Abelschen Gruppen. Zeigen Sie, dass
(C,d) und (C’,d") homotopiedquivalent sind, falls sie die gleiche Homologie besitzen.

(c) Gelten die Aussagen in (a) und (b) auch noch, wenn man Abelsche Gruppen durch Vektorrdume
iiber einem Korper ersetzt?



* 4 | Euler

Sei (C,d) ein Kettenkomplex iiber einem Korper k. Angenommen, (C,d) ist endlich, d.h. C), ist
ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber & fir alle n, und beschrankt, d. h. C,, = 0 fiir alle bis
auf endlich viele n. Sei H, die Homologie von (C,d). Zeigen Sie unter Verwendung des Rangsatzes
(oder auf andere Weise), dass

X(C,d) :==> (=1)"dimy(Hy,) = > _(—=1)" dimy(Ch).
x(C,d) heifit die Euler-Charakteristik von (C, d). Sei
0— (C',d) — (C,d) = (C",d") =0

eine kurze exakte Sequenz endlicher, beschrankter Kettenkomplexe {iber einem Koérper k. Zeigen Sie
unter Verwendung der induzierten langen exakten Sequenz, dass

x(C,d) = x(C",d') + x(C",d").

* 5 | Wegkiirzen

Sei (C,d) ein Kettenkomplex iiber einem Ring R. Angenommen, C,, =C), & A, Cp,_.1 =C!,_{® A
fur gewisse R-Moduln C), und C,_; derart, dass die Differenzialabbildung d,,: C;, # A — C|,_; & A
die Form
a B
v 1a
5 1]

hat. Setze C] = C; fiir i # n,n — 1. Zeigen Sie, dass (C, d) zu einem Kettenkomplex mit zugrunde-
liegendem Kettenmodul C’ ,kettenretrahiert”; das heift, zeigen Sie, dass es ein Differenzial d’ auf
C’ und zwei Kettenabbildungen

(C.d) = (', d)

gibt, so dass rs = 1o und sr ~ 1¢ gilt.

[Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 4 aus Ubungsblatt 2 (Aufridumen), um einen Kettenisomorphismus
zwischen (C,d) und einem Kettenkomplex mit demselben zugrundeliegenden Kettenmodul C' zu
konstruieren, bei dem das Differential C, & A — C!,_, & A eine Diagonalmatriz ist. Konstruieren
Sie dann einen Kettenretrakt fiir diesen neuen Kettenkomplex.]

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 10. November um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1!

Angenommen, F ist ein Funktor von der Kategorie der topologischen Rdume in die Kategorie der
Abelschen Gruppen, mit der Eigenschaft, dass fiir homotope Abbildungen f ~ g: X — Y gilt:

F(f) = F(g): F(X) = F(Y).

Zeige, dass F'(A) = F(B) fir homotopiedquivalente Rdume A und B gilt.

2 | Baby Hurewicz

Erinnern wir uns daran, dass wir einen Weg v: I — X als einen singuldren Simplex o, : A1 — X
auffassen koénnen, da Ay = I; der Unterschied liegt lediglich in der Notation. Zeigen Sie:

a) Ist ein Weg v konstant, so ist ¢~ nullhomotop (d.h. ein Rand).
v

(b) Sind v und 4’ homotope Wege, d.h. homotop relativ zu ihren Start- und Endpunkten, so ist
0, — o, ein Rand.

(c) Fiir zwei Wege v und +' mit (1) = +/(0) ist 0,/ — (0. + o) ein Rand.
Folgern Sie schliefflich daraus, dass die Abbildung
h: 7T1(X,330)—)H1(X), ['7] = [07]7

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus ist.

3 | Heegaard kocht mit Hurewicz Linsen
Betrachten Sie zwei Volltori
Ty=D*xS' und Tp=D?xS"

Indem wir S! mit dem Einheitskreis in C identifizieren, kénnen wir 0T} und 97T, als Teilmengen

von C? auffassen. Sei f: 0T} — 0T die Abbildung
(z,w) — (2%, zw?)

flir ganze Zahlen a,b,c,d € Z mit ad — bc = 1.
Sei L der Quotient der disjunkten Vereinigung Tj L T» nach der Aquivalenzrelation, die durch

Ty >~ f(x) € 0T,

erzeugt wird.



(a) Zeigen Sie, dass f ein Homéomorphismus ist. (Damit ist L einfach der Raum, der entsteht,
wenn man zwei Volltori entlang ihrer Rédnder miteinander verklebt — und f gibt lediglich an,
wie diese Réander identifiziert werden.)

(b) Berechnen Sie die Fundamentalgruppe von L und anschlielend Hy(L) und Hy(L).

4 | Reduzierte Homologie
Sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Wir definieren
- Cn(X) firn# -1
G (x) = {1 e
Z firn = -1
und d,, = d,, fiir n = 0 sowie

dy: Co(X) =Co(X) = C_1(X) =17

(32mee) = ()

(a) Zeigen Sie, dass (C.(X),d,) ein Kettenkomplex ist.

definiert durch

Wir definieren 3 3 B
H,(X) = H,(Cu(X),d.).
Dies nennt man die reduzierte singuldre Homologie von X.

(b) Zeigen Sie, dass H,(X) = H,(X) fiir alle nichtleeren Réume X und alle n # 0 gilt.

(¢) Zeigen Sie ferner, dass Hy(X) eine freie abelsche Gruppe ist mit Rang

#{wegzusammenhéngende Komponenten von X} — 1.

(c) Berechnen Sie die reduzierte singulidre Homologie von D™ fiir alle n.

5 | Nichtkommutativ

Angenommen, Y ist ein topologischer Raum und X eine Teilmenge davon. Wir definieren die relative
Homologie von dem Paar (Y, X) als die Homologie von dem Quotientenkomplex

Cr(Y, X) =Coh(Y)/Cp(X).
Nach Definition bilden dann die zugehérigen Kettengruppen
0= Cu(X) > Cu(Y) - Cu(Y, X) — 0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Erklaren Sie, warum die kurzen exakten Sequenzen
0— Cr(X) = Cp(Y) = Cp(Y,X) =0

zerfallen, d.h. C,(Y) = Cp(X) @ C,(Y, X), aber warum daraus dennoch nicht notwendigerweise
folgt, dass H,(Y) = H,(X) ® H, (Y, X) gilt.

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 17. November um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Coprodukte

Zeigen Sie, dass die singuldre Homologie der disjunkten Vereinigung X LI'Y zweier topologischer
Raume X und Y wie folgt berechnet werden kann:

H.(XUY)ZH(X)® H(Y).

2 | Puzzlelei

Sei X = AU B eine geeignete Mayer—Vietoris-Zerlegung eines Raumes X und A ~ B ~ AN
B ~ S'. Welche méglichen Werte kann die Homologie von X annehmen? Muss X ebenfalls
homotopiedquivalent zu S sein?

33D

Angenommen, wir haben zwei kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen und drei Kettenabbil-
dungen v/, u, v”, die das folgende Diagramm kommutieren lassen:

0—— (¢, d) —L> (C.d) —2— (", d") —— 0

00— (¢, d) L5 (@,d) —2 (@&, d") —— 0
Zeigen Sie, dass die durch «/, v und u” induzierten Abbildungen in der Homologie einen Ketten-
homomorphismus zwischen den langen exakten Sequenzen bilden, die zu den gegebenen kurzen
exakten Sequenzen gehdren. Mit anderen Worten, zeigen Sie, dass das folgende Diagramm fiir alle n
kommutiert:

s\ ) B w2 g o ary 2 vy (O d) ——
J{Hn(u’) lHn(u) J{Hn(u”) J{anl(u’)

s\ d) Y g6 d) B9 g e dy 2 vy (Cd) ——s



% 4 | Einhdngung

In Aufgabe 5 auf Ubungsblatt 6 hatten wir im letzten Semester die Einhdngung X
(englisch: Suspension) eines topologischen Raumes X definiert durch

S(X) =X x[-1,1]/ ~,

wobei ~ die kleinste Aquivalenzrelation ist mit (z,+1) ~ (y,+1) und (z,—1) ~ (y,—1) fiir alle
T,y € X.

(a) Zeigen Sie, dass S(S™) homdomorph zu S™+! ist.

(b) Verwenden Sie die Mayer—Vietoris-Sequenz, um zu zeigen, dass

(c) Berechnen Sie die Homologiegruppen der Sphéren.

(d) Sei fiir eine Abbildung f: X — Y die Abbildung S(f): S(X) — S(Y) induziert durch
fxid: X x [-1,1] - Y x [-1,1].
Zeigen Sie, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Hy1 (X) —— Ha(S(X))

n—1
| |st-

~ ~ ~

Hy1(Y) «—— Hn(S(Y))

% 5 | Niitzliche Platten

Seien n,m € Z>. Zeigen Sie, dass R” homdomorph zu R™ ist genau dann, wenn n = m.

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 24. November um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Grade

Sei ¢ ein Isomorphismus zwischen H,(S™) und Z. Definiere den Grad deg(f) einer Abbildung
f: 8™ — S" als die ganze Zahl, die das folgende Diagramm kommutieren lasst:
7 ~deg(f) 7

@ @
H,(sm) Y g, (sm)
Zeigen Sie:
(a) Die Zahl deg(f) ist unabhéngig von der Wahl des Isomorphismus ¢.
(b) Fiir zwei beliebige Abbildungen f,g: S™ — S™ gilt deg(g o f) = deg(g) - deg(f).
(c) Fiir jedes n € Z und jedes d € Z gibt es eine Abbildung f: S™ — S™ mit deg(f) = d.

2 | Heegaard kocht mit Mayer und Vietoris Linsen

Sei L wie in Aufgabe 3 auf dem Ubungsblatt 4, nimlich das Pushout

Sl x 1S5 p2 x g1

| |

St x D2 L

wobei f(z,w) = (22w, z¢w?) mit ganzen Zahlen a, b, c,d und ad — bc = %1 ist. Nutzen Sie die lange
exakte Sequenz von Mayer-Vietoris, um die Homologie von L zu berechnen. Vergleichen Sie Ihre
Antwort mit Threr Antwort zu Aufgabe 3 auf dem Ubungsblatt 4.

3 | Matrjoschka

Sphéren kénnen verschachtelt werden,
SPcStcstc s st

indem jede Sphire als Aquator der nichsthéheren betrachtet wird. Was ist H,(S*/S") fiir jedes
r=0,1,2,37 Begriinden Sie Ihre Antwort.



% 4 | Pascal

Angenommen, X sei ein Raum, dessen Homologiegruppen H,(X) frei von endlichem Rang sind,
d.h. H,(X) = Z% fiir alle n, wobei d,, € Z>q.

(a) Verwenden Sie eine Zerlegung des Kreises S' in zwei offene Teilriume, um die Homologiegrup-
pen H,(X x S!) als Funktion der Zahlen d,, zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie fiir alle ganzen Zahlen N > 0 die Homologiegruppen des N-dimensionalen

Torus

™V = 81 ... x 8T,
———— —
N

% 5 | Mobius ist zweimal so Klein

Gegeben sei ein kommutativer Ring R. Wir definieren die Homologie H,(X; R) eines topologischen
Raumes X mit Koeflizienten in R als die Homologie des Kettenkomplexes

Ci(X;R) = Cy(X)®R.

Analog definieren wir die reduzierte Homologie fI*(X ; R) eines topologischen Raumes X mit
Koeffizienten in R als die Homologie des Kettenkomplexes

Ci«(X;R) == Cu(X)®R.

Zur Erinnerung aus der Algebra: Es gilt Z™ ® R = R™ fiir jedes m. Insbesondere gilt also H,(X) =
H,(X:Z) und A.(X) = H.(X;Z).

Notation: Beachte das Semikolon, das X und R trennt! Verwechseln Sie H.(X;R) nicht mit der
relativen Homologie H,(X,Y') fir einen Unterraum Y C X.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der langen exakten Sequenz von Mayer—Vietoris, dass fiir jeden Ring R

Hi(SYR)=Z=R und  H,(SLR)=0 firn#1.

(b) Sei K die Kleinsche Flasche:

Vi
NN
AN\
(44

Berechnen Sie mit Hilfe der Mayer—Vietoris-Sequenz ﬁ*(K ;R) fir R=7 und fir R =F, =
Z/pZ (mit p prim), indem Sie K entlang des oben durch die gestrichelten Linien angegebenen
Kreises ,aufschneiden”, d. h. indem Sie K in zwei Teilrdume A und B zerlegen, so dass AN B
diesen Kreis als Deformationsretrakt enthélt.

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 1. Dezember um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Komplexe Erinnerungen auffrischen
Sei CP™ der n-dimensionale komplexe projektive Raum, definiert als Quotient von S$?"*! c Cnt!
durch die Aquivalenzrelation

z~y <= (I € Cmit |\ =1 derart, dass z = \y).

(a) Zeigen Sie, dass man CP" auch als Quotienten der Kreisscheibe D?" auffassen kann, wobei
auf dem Rand 9D?" = §?"~! dieselbe Aquivalenzrelation verwendet wird.

(b) Folgern Sie daraus, dass CP™ homéomorph zu einem Zellkomplex ist, der genau eine 2k-Zelle
fir jedes k € {0,...,n} besitzt.

(c) Berechnen Sie die Homologie von CP™.

2 | Produkte von endlichen Zellkomplexen

Seien X und Y endliche Zellkomplexe. Zeigen Sie, dass X x Y ebenfalls die Struktur eines endlichen
Zellkomplexes hat.

3 | Grade der Trivialitat
(a) Zeigen Sie, dass der Grad einer Homotopiedquivalenz f: S™ — S™ gleich +1 ist.
(b) Zeigen Sie, dass der Grad jeder Abbildung f: S™ — S™, die nicht surjektiv ist, gleich null ist.

(¢) Konstruieren Sie fiir alle n € Z eine surjektive Abbildung f: S™ — S™ vom Grad null.

4 | Freiheitsgrade

Erinnern wir uns daran, dass eine Wirkung einer Gruppe G auf einem Raum X ein Homomorphismus
von G in die Gruppe Homeo(X) der Homeomorphismen X — X ist, und dass die Wirkung frei heifit,
wenn der Homeomorphismus, der zu jedem nichttrivialen Element von G gehort, keine Fixpunkte
besitzt. Ein Beispiel hierfiir ist die antipodale Abbildung x — —zx, die eine freie Wirkung von Z/27Z
auf S™ erzeugt.

Angenommen, n ist gerade. Zeigen Sie, dass dann Z/27Z in der Tat die (bis auf Isomorphie) einzige
nichttriviale Gruppe ist, die frei auf S™ wirken kann.

[Tipp: Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 0]



% 5 | Euler ist ganz brav

Die Euler-Charakteristik eines endlichen Zellkomplexes ist definiert als die Euler-Charakteristik
seines zelluldren Kettenkomplexes; sieche Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 3. Zeigen Sie:

(a) Ist X ein endlicher Zellkomplex und sind A und B zwei Unterrdume mit X = AU B derart,
dass A, B und AN B jeweils von X die Strukturen von Zellkomplexen erben, so gilt

X(X) = x(A4) + x(B) = x(AN B).
(b) Sind X und Y endliche Zellkomplexe, so gilt

X(X xY) = x(X)x(Y).

Losungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 8. Dezember um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1 | Gummiband
Bei der Berechnung der lokalen Grade der Abbildung

fe: St =8tz 2R

hatten wir V = S'~ {1} als offene Umgebung von y gewihlt und U die Zusammenhangskomponente
von fi 1(V), die den Punkt z = 1 enthélt. Wir hatten behauptet, dass es eine stetige Abbildung

gk - Sl —>Sl

gibt derart, dass gi|v = fi|r, gr ~ 1g1 und g, '(y) = {=z}.
Finden Sie nun eine solche Abbildung g;. Begriinden Sie Thre Antwort.

2 | Konsistent

Bestimmen Sie fiir jedes n > 0 den zelluldren Kettenkomplex der n-dimensionalen Sphére S”, die
wir mit der Zellstruktur versehen, die fiir jedes k = 0,1,...,n aus zwei k-Zellen besteht. Uberpriifen
Sie, dass dieser Kettenkomplex die korrekten Homologiegruppen berechnet.

3 | Von West nach Ost

Berechnen Sie die zelluldren Kettenkomplexe der topologischen Rédume, die aus den folgenden
Polygonen entstehen, indem die Seiten entsprechend den durch die Pfeile vorgegebenen Vorschriften
miteinander verklebt werden:

Bestimmen Sie anschliefend die Euler-Charakteristik und die Homologie dieser Rdume. Erkennen
Sie ein Muster? Wie lésst es sich verallgemeinern?



* 4 | Charakterfrage

Sei n > 1 und k ein Korper. Berechnen Sie H,(RP™; k).
[Siehe Ubungsblatt 6, Aufgabe 5 fiir die Definition von Homologie mit Koeffizienten.]

* b5 | Karussell

Fiir diese Aufgabe wird vorausgesetzt, dass Sie mit Uberlagerungstheorie vertraut sind; siehe [Hatcher,
Kapitel 1.5].

Wir konstruieren einen Raum X wie folgt: Seien Z;, Zo und Z3 Kopien der Sphire S? C R3. Fiir
jedes 1 = 1,2, 3 seien z; = (0,0, 1) der Nordpol und y; = (0,0, —1) der Siidpol. Dann definieren wir

X =(Z1+ Zy + Z3)/ ~,
wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die durch 1 ~ 32, 2 ~ y3 und 23 ~ y; erzeugt wird.

(a) Beschreiben Sie die universelle Uberlagerung von X und berechnen Sie die Fundamentalgruppe
von X.

(b) Zeigen Sie, dass X nicht homotopiediquivalent zu einem Kreis S ist.

(c) Finden Sie eine Abbildung f: SV $? — S!' Vv S? mit der Eigenschaft, dass die Abbildungen
H,(f) fir alle n € Z die Identitéten sind, aber f selbst nicht homotop zur Identitét ist.

Losungen zu den mit v markierten Ubungsaufgaben am 15. Dezember um 12.15 Uhr auf Moodle
einreichen.
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1| Von Ost nach West

Berechnen Sie die zelluldren Kettenkomplexe mit Koeffizienten in einem Ring R fiir die Flachen,
die aus den folgenden Polygonen entstehen, indem die Seiten geméfl der durch die Pfeile auf den
Réndern angegebenen Vorschrift miteinander verklebt werden:

Bestimmen Sie anschlieBend die Homologie dieser Réume fiir R = Z sowie fiir R = IF,, fiir eine
beliebige Primzahl p. Berechnen Sie auflerdem die Euler-Charakteristiken dieser Raume. Hangt die
Euler-Charakteristik von p ab?

2 | Fidget-Spinner

Sei p: X — X eine n-blattrige Uberlagerung eines zusammenhéngenden, endlichen Zellkomplexes.
Zeigen Sie, dass 3

X(X) =n-x(X).
Geben Sie eine komplette Beschreibung an, fiir welche g, h > 0 es eine Uberlagerung einer orientierten
Fléche von Geschlecht g durch eine orientierte Flache von Geschlecht h gibt.

3 | Zuviel des Graden

Wir erinnern uns daran, dass eine stetige Abbildung f: S™ — S™ gerade genannt wird, falls fiir alle
x € 8" gilt: f(—x) = f(z). Zeigen Sie: Der Grad einer geraden Abbildung f: S™ — S™ ist gerade.
Ist n ungerade, so gibt es gerade Abbildungen beliebigen geraden Grades. Ist jedoch n gerade, so
hat jede gerade Abbildung den Grad 0.

Tipp: Folgende Beobachtung kann unter Umstinden hilfreich sein: Falls n ungerade ist, induziert die
Quotientenabbildung RP™ — RP™/RP"~1 einen Isomorphismus auf der n-ten Homologiegruppe.



% 4 | Vollkommen perfekt

(a)

Zeigen Sie, dass die Gruppe
(a,b|a® =b" = (b"'a)”)

nicht trivial ist, ihre Abelianisierung aber schon.
[Tipp: Finden Sie einen nichttrivialen Homomorphismus in die symmetrische Gruppe Ss.]

Konstruieren Sie einen nicht zusammenziehbaren Zellkomplex X mit

Ho(X) = Ho({5}).

...die fiinfte aber verwendete Gott fiir das All, indem er sie mit Bildern ausgestaltete

Nehmen Sie einen Ball und einen Stift. Markieren Sie eine positive Anzahl paarweise verschie-
dener Punkte auf dem Ball. Verbinden Sie die markierten Punkte anschlieBend durch endlich
viele paarweise disjunkte Linien so, dass am Ende jede Fliache des Balls, d. h. jede Komponente
der unmarkierten Region, homéomorph zu einer Scheibe ist. Zahlen Sie nun die Anzahl F
der markierten Punkte (E fir ,Ecken®), die Anzahl K der Linien (K fir ,Kanten®), und die
Anzahl F der Flachen. Zeigen Sie, dass diese Zahlen stets die Identitét

E-K+4+F=2
erfiillen.

Nehmen Sie nun an, dass die Endpunkte jeder Kante verschieden sind und ebenso die Flédchen
auf beiden Seiten jeder Kante verschieden sind. Sei E,, die Anzahl der Ecken, die Endpunkte
von genau n Kanten sind. Ebenso sei F), die Anzahl der Flachen mit genau n Kanten. Zeigen

Sie, dass
> nF, =2K =) nkE,.
n n

Nehmen Sie nun zusétzlich an, dass jede Fliache mindestens drei Kanten hat und dass jede
Ecke der Endpunkt von mindestens drei Kanten ist. Zeigen Sie, dass K > 2F, falls F3 =0
gilt, und dass K > 2F, falls F5 = 0 gilt. Leiten Sie daraus ab, dass F3 + E3 > 0 gilt.

Zusétzlich zu den Annahmen in (c) sei nun noch K > 0, F = F), und E = E, fiir gewisse p

und ¢. Leiten Sie daraus ab, dass
1 1 1
-+ -> .
poq 2

Finden Sie alle Paare (p, q), die diese Bedingung erfiillen.

Lésungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 12. Januar um 12.15 Uhr auf Moodle einreichen.
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1 | Paarung
Zeigen Sie: Fiir jeden topologischen Raum X, jede Abelsche Gruppe GG und n > 0 definiert
H'"(X;G)® Hy(X) — G
[a: Cn(X) = G @ [a € Cn(X)] — ([a], [a]) = a(a)
einen Gruppenhomomorphismus. Zudem gilt fiir jede stetige Abbildung f: X - Y

(@, fu(a)) = (f*(@), @)

2 | Freie Richtungsentscheidung

Sei GG eine beliebige Abelsche Gruppe. Die Kohomologiefunktoren H™ haben wir in der Vorlesung
als rein algebraische Variation der Konstruktion von Homologie eingefiihrt: Man nimmt den Funktor

C, : HoTop — Komy,

der jedem topologischen Raum den freien Kettenkomplex C,(X) zuordnet, und komponiert ihn mit
dem (rein algebraisch definierten) kontravarianten Funktor

Hom(—,G): Komy — Kom?,
bevor man (Ko)homologie nimmt. Was erhdlt man, wenn man stattdessen den kovarianten Funktor
Hom(G, —): Komyz — Komy,

verwendet?

3 | Freie Auflosungen sind eindeutig bis auf Homotopieaquivalenz

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul. Eine freie Auflésung von M ist ein frei
erzeugter Kettenkomplex (F,d) mit F; = 0 fiir i < 0, H.(F,d) = 0 fiir * # 0 und Ho(F,d) = M.
Beachten Sie, dass die Bedingung an die Homologie édquivalent dazu ist, dass es eine exakte Sequenz

do dy

B 13 Fy M 0,

gibt. Angenommen, f: M — M’ ist ein Homomorphismus von R-Moduln und (F,d) bzw. (F’,d")
sind freie Auflésungen von M bzw. M’. Zeigen Sie, dass sich f zu einem Kettenhomomorphismus
zwischen den exakten Sequenzen fortsetzen lésst und dass diese Fortsetzung bis auf Homotopie
eindeutig ist. Folgern Sie daraus, dass je zwei freie Auflésungen homotopiedquivalent sind.



% 4 | Links-Rechts-Schwiache
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:

(a) Eine Sequenz von R-Moduln
VAR RV (—(

ist exakt genau dann, wenn die folgende Sequenz fiir alle R-Moduln N exakt ist:
Hompz(M', N) «L— Homp(M,N) «%— Homg(M",N) «—— 0.

(b) Eine Sequenz von R-Moduln ;

0 N’ N %, N

ist exakt genau dann, wenn die folgende Sequenz fiir alle R-Moduln M exakt ist:

0 —— Homp(M,N') —+ Homp(M, N) —Z— Homp(M, N").

(c) Folgern Sie aus (a) und (b), dass jede exakte Sequenz von R-Moduln
f

M’ M2 M ——0

und jeder R-Modul N die folgende exakte Sequenz induzieren:
MeN 2% pre N LBy N —— 0.

(d) Finden Sie ein Beispiel fiir (c), in dem f injektiv ist, f ® 15 aber nicht.

* 5 | Wiirfelkomplex dank einer Prise Vorzeichen

Sei n eine positive ganze Zahl. Als Kante des n-dimensionalen Wiirfels [0, 1] bezeichnen wir ein
Paar v,w € {0,1}", geschrieben v — w, mit der Eigenschaft, dass es ein ig € {1,...,n} gibt derart,
dass v; = wj fiir alle ¢ # ip und v;, = 0 und w;, = 1. Angenommen, wir haben

o eine Abelsche Gruppe K(v) fiir jedes v € {0,1}"

o einen Gruppenhomomorphismus (v — w): K(v) — K(w) fir jede Kante v — w

derart, dass fiir jedes Quadrat von Kanten das entsprechende Quadrat von Gruppenhomomorphismen
kommutiert:
K(vo1)

j IC(’UH) (*)

Vo1
/ /
V00 Ty ~ K(voo)
T~ — —
10 K(v10)
Waihle eine {£1}-wertige Funktion ¢ auf der Menge der Kanten von [0, 1]", die den vier Kanten in
jedem Quadrat (%) eine ungerade Anzahl an Minuszeichen zuordnet. Seien
CHK)= P K(v) und d": CHK)— CTH(K)
|v|=¢
wobei |v] = Y7 v; und d€|,c(v)_,,c(w) =e(v = w)-K(v— w), falls v - w eine Kante in [0, 1] ist,
und d’| K(v)—k(w) = 0 sonst. Zeigen Sie, dass C*(K) ein Kokettenkomplex ist und bis auf Isomorphie
unabhéngig von der Wahl von e ist.

Lésungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 19. Januar um 12.15 Uhr auf Moodle einreichen.
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1 | Ohne Koeffizientensequenz geht’s auch

Fiithren Sie einen alternativen Beweis des Universellen Koeffizientensatzes fiir Homologie, indem Sie
(analog zum Beweis des Universellen Koeffizientensatzes fiir Kohomologie aus der Vorlesung) den
Funktor — ® G auf die kurze exakte Sequenz

0 Z, C.(X)

anwenden und die induzierte lange exakte Sequenz analysieren.

2 | Gleichstand

Sei R = C[z]/(2%) und seien M; fiir i = 1,2 die R-Moduln C[z]/(z*). Finden Sie eine freie Auflésung
von M; und benutzen Sie sie, um Torf(M;, M;) und Tor® (M, My) zu berechnen.

3 | Tor, Tor, Tor!

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M und N R-Module. Zeigen Sie, dass Tor (M, N) =
M & N. Zeigen Sie aufierdem, dass Torf(M, N) = 0, falls M oder N frei ist. Sei nun

0 N1 N2 N 0, (+)

eine exakte Sequenz von R-Moduln und M ein weiterer R-Modul. Dann gibt es eine lange exakte
Sequenz der Form

. —— Torl(M,N") D

L Torf (M, Ny —— Torf(M, N) —— Torf (M, N")

1u®f

QM@N’ MeN —2% preN' — 50,

Sei nun R = Z. Zeigen Sie, dass Tor? (M, N") = Tor?(N", M), indem Sie (x) als freie Auflésung
von N” betrachten. Identifizieren Sie schlieBlich Tor?(H,,_1(X),G) mit Tor(H,_1(X),G) aus der

Vorlesung.

[Bemerkung: Allgemeiner gilt sogar TorZ(M,N) = Tor®(N, M) diber beliebigen kommutativen
Ringen R und fiir beliebige n.]



* 4 | Keine Quadrate

Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass o — « = 0 fiir jede Kohomologieklasse o € H'(X; Z).
[Tipp: Betrachten Sie die 1-Kokette 3 definiert durch B(o) = (a(o) — (a(0))?)).]

* 5 | Ein Quadrat

Berechnen Sie den Kohomologiering H*(RP?;7Z/27) direkt aus der Definition des —-Produkts,
indem Sie RP? folgende Struktur eines A-Komplexes geben:

2L
N\

A\
7

Lésungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 26. Januar um 12.15 Uhr auf Moodle einreichen.
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1 | Alles Moore, oder was?

(a) Zeigen Sie: Jede stetige Abbildung f: X — Y induziert einen Ringhomomorphismus
f*r H*(Y) - H*(X).
(b) Sind X,Y zwei topologische Rdume, a,a’ € H*(X) und b,b’ € H*(Y') Kohomologieklassen, so
gilt:
(axb)— (a x V)= (=)l (g — a) x (b— V)
¢) Berechnen Sie den Kohomologiering von X ir alle n,m > 0.
Berech Sie den Kohomologieri S™ x S™ fir all 0

(d) Finden Sie zwei zusammenhéngende, nicht homotopiedquivalent topologische Rdume mit
isomorphen Homologie-, Kohomologie- und Fundamentalgruppen.

2 | Duale Kurven

Geben Sie der orientierbaren Flache X = X, von Geschlecht g > 0 die Struktur eines A-Komplexes.
Konstruieren Sie den dualen Zellkomplex XV (wie in 7.1.4). Finden Sie eine explizite Basis von
Hy(X) und H'(X) = Hy(X"). Kénnen Sie die Paarung

() H (X))o H(X) = Z

geometrisch interpretieren?

3 | Graduiert kommutativ

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und X ein topologischer Raum. Fiir n > 0 sei r,: A — A die
affine Abbildung, die fiir alle i = 0, ..., n den Eckpunkt e; von A auf e,,_; abbildet. Sei p,,: Cp(X) —
Cp(X) die lineare Abbildung, die jeden singuldren Simplex o: A" — X auf (—1)°"o o r, abbildet,

. 1
wobei €, = %

(a) Zeigen Sie, dass p = (pn)n eine Kettenabbildung definiert.

(b) Wir erinnern uns an die Zerlegung von A™ x [0, 1] in Simplizes aus Vorlesung 8 (Punkt 3.1.10),
derart, dass A" x {0} = [vo, ..., v,] und A™ x {1} = [wo, ..., wy]. Sei s,: Cp(X) = Cpi1(X)
die lineare Abbildung, die jeden singuldren Simplex o: A™ — X auf

n

Z(il)ﬂ_en_i (J o W)’[Uo,...,vi,wn,...,wi}

i=0
abbildet, wobei m: A™ x [0,1] — A™ die Projektionsabbildung ist. Zeigen Sie:

dni15n + Sp—1dn = pn — 1Cn(X)'



()

Folgern Sie aus (a) und (b), dass der Ring H*(X; R) graduiert kommutativ ist, d.h., dass fiir
alle « € H"(X; R) und 8 € H™(X; R) gilt:

a— B=(=1)Plg_ q.

% 4 | Relatives —-Produkt

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und X ein topologischer Raum sowie A, B C X offen.

(a)

()

Bezeichne C™(X, A + B; R) die n-Koketten, die auf denjenigen singuldren Simplizes verschwin-
den, die entweder vollstdndig in A oder vollstindig in B enthalten sind. Benutzen Sie das
5-Lemma (Aufgabe 5 auf Ubungsblatt 2) und Proposition 3.4.5 aus der Vorlesung, um zu
zeigen: Die Inklusion C™(X, AU B; R) — C™(X, A + B; R) induziert einen Isomorphismus in
Kohomologie.

Definieren Sie ein relatives —-Produkt
H"(X,A;R) x H"(X,B;R) — H""™(X, AU B; R)
derart, dass das folgende Diagramm kommutiert:
H"(X,A;R) x H™(X,B; R) —— H""™™(X, AU B; R)
H"(X;R) x H"(X;R) ———— H""™(X;R)

Hierbei sind die vertikalen Abbildungen die durch die natiirlichen Inklusionen (X, @) — (X, A),
(X,9) = (X, B), bzw. (X,2) — (X, AU B) induzierten Homomorphismen.

Wir erinnern uns daran, dass die Einhdngung ¥X von X aus dem Produkt X x [—1,1] durch
Zusammenschlagen der Teilrdume X x {£1} zu jeweils einem Punkt entsteht:

¥X = (X X [—1,1])/ ~, wobei (z,1)~ (y,1) und (z,—1)~ (y,—1) furallez,y e X.

Zeigen Sie, dass a — b =0 fir alle a € H"(XX) und b € H™(XX) mit n,m > 0.

% 5 | Kreis mit zwei Einsen

Sei X der Quotient von S' x {0,1} modulo der Aquivalenzrelation ~, wobei

genau dann gilt, wenn e’

(a)

(b)
()

(€it,a) ~ (¢, b)
t = ¢ £ 1, oder wenn e = ¢’ =1 und a = b.
Zeigen Sie, dass X lokal euklidisch, zusammenhingend und kompakt ist und das zweite
Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillt und dass fiir alle x € X gilt
Hi(X, X N {z}) = Hi(SY),

Zeigen Sie, dass X orientierbar ist, jedoch nicht hausdorffsch.

Berechnen Sie H;(X).

Lésungen zu den mit % markierten Ubungsaufgaben am 2. Februar um 12.15 Uhr auf Moodle einreichen.
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Frithjahrsiibungen

1 | Poincaré in Dimension 3 und 4
(a) Gibt es eine zusammenhéngende, geschlossene, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit X mit folgen-
den Homologiegruppen?
Ho(X)=2Z H(X)=ZZ/2Z HyX)=ZZ/2Z H3(X)=Z
(b) Sei X eine zusammenhangende, geschlossene, orientierbare 4-Mannigfaltigkeit mit Eulercharak-
teristik x(X) =4 und H3(X) = 0. Bestimmen Sie alle Homologie- und Kohomologiegruppen

von X. Finden Sie ein Beispiel fir X. [Zusatzaufgabe: Finden Sie noch ein zweites Beispiel
fir X, das nicht nicht-homotopieiquivalent zum ersten ist.]

(c) Gibt es eine geschlossene 4-Mannigfaltigkeit, die homotopiedquivalent zu einer geschlossenen
3-Mannigfaltigkeit ist?

2 | Abbildungskegel
Ist f: (C,d) — (C',d') eine Kettenabbildung, so ist ihr Abbildungskegel (C(f),ds) der durch
—dp—1 0
definierte Kettenkomplex.
(a) Verifizieren Sie, dass (C(f),dy) tatséichlich ein Kettenkomplex ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir zwei kettenhomotope Abbildungen f und g die Abbildungskegel C'(f) und
C(g) kettenisomorph sind.

(c) Geben Sie durch Betrachtung eines geeigneten Abbildungskegels einen weiteren Beweis des
Fiinf-Lemmas (Aufgabe 5 auf Blatt 2).

% 3 | Rauf und runter

Sei 3, eine orientierbare Fliache von Geschlecht g > 0.

(a) Berechnen Sie den Kohomologiering H*(X,) fiir g > 0, indem Sie eine geeignete Abbildung
¥4 = V421 betrachten.

(b) Zeigen Sie, dass der Grad jeder stetigen Abbildung ¥; — ¥, gleich 0 ist, falls 0 < h < g.



% 4 | Erstaunlich langweilig: Homologie ist keine schlaue Knoteninvariante
Ein Link L ist das Bild einer glatten Einbettung einer endlichen Anzahl von Kreise

in S3. Berechnen Sie alle Homologiegruppen von S3 ~ L. \ / )

Hinweis: Sie kénnen dabei die aus der Differentialgeometrie bekannte Tatsache
verwenden, dass L eine Tubenumgebung vy besitzt, d. h. eine offene Umgebung
zusammen mit einem Homdéomorphismus vy = S x D?, der L auf S' x {0} abbildet.

% 5 | Noch eine Diagrammjagd

(a) Betrachten Sie folgendes kommutative Diagramm abelscher Gruppen, in dem die beiden Zeilen
exakt sind:

In+1 (6773 ﬁn Tn Qn—1
. > Cn+1 An Bn Anfl > anl yo

Cn
l¢n+1 J/lAn l‘ton an J/lAn_l l@'nfl
n En En

En+1 Mn 0. Mn—1
. > En—i—l An Dn An—l ” Dn—l yo

Finden Sie eine exakte Sequenz folgender Form

- —— Epn B, C, ® D, E, B, —— -

Beweisen Sie Exaktheit.

(b) Angenommen X CY C Z sind drei ineinander enthaltene topologische Raume. Benutzen Sie
die exakte Sequenz aus Teil (a), um zu zeigen, dass es eine lange exakte Sequenz der folgenden
Form gibt:

= Hp1(Z,X) = Hpo(Y) - HyY, X)® Hy(Z) » Ho(Z,X) - Hp i (Y) — -+
(c) Folgern Sie aus Teil (b), dass

H,(Y)=2H,(Y,X)® H,(X) firallenec?Z,

falls die Inklusion X — Z eine Homotopiedquivalenz ist.

% markiert Heimiibungen, die nicht korrigiert werden. Eine schone vorlesungsfreie Zeit!
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