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Vorlesungszusammenfassungen
Topologie

Ruhr-Uni Bochum

Sommersemester 2025

1 Grundbegriffe
Di 08.04.| 1 | Motivation und Grundbegriffe [LS, Kapitel 1] [H, Chapter 0]

e Wiederholung und Vertiefung: Stetigkeit auf metrischen Rdumen
e Definition: topologische Radume, offene Mengen, stetige Abbildungen
o Beispiele: durch Metriken induzierte Topologien, die diskrete Topologie, die Klumpentopologie

e Videoempfehlung @ 3Bluelbrown: This open problem taught me what topology is
Do 10.04. | 2 | Die Kategorie der topologischen Raume [LS, Kapitel 1] [H, Chapter 0]

o Definition: abgeschlossene Mengen, Abschliisse, dichte Teilmengen

e Die Sprache der Kategorien; diverse Beispiele: Top, Grps, AbGrps, Sets, die Topologien-
Kategorie, die Pfeile-Kategorie Arrow(C), etc.

e Wann sind zwei Objekte , gleich“? Isomorphismen in Kategorien
o Warnung: Nicht alle bijektiven stetigen Abbildungen sind Homdomorphismen!

o Motivation und Definition: Die induzierte Topologie
Di 15.04.| 3 | Aus alt wird neu: die induzierte Topologie [LS, 2.1+2.2]

e Die Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie

o Die Unterrdume, Produkte und Faserprodukte (aka Pullbacks) und ihre universellen Eigen-
schaften

Do 17.04. | 4 | Uen driw tla sua: die coinduzierte Topologie [LS, 2.3+2.4]

¢ Die co-induzierte Topologie und ihre universelle Eigenschaft
e Beispiele: Die Quotiententopologie und Summen

o Beispiele fiir topologische Rdume: Sphéren, Kegel, Annuli, Mébiusbéander, Tori, etc.
Di 22.04.| 5 | Pushouts und Zellkomplexe [LS, 2.4] [H, Seite 5]
o Pushouts (=amalgamierte Summen) und ihre universelle Eigenschaft

« Beispiel: (endliche) Zellkomplexe
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Do 24.04. | 6 | Zusammenhang und Wegzusammenhang [H, 1.1] [LS, 2.34-2.4+6.1+6.2]

« Aquivalente Definitionen von Zusammenhang + Definition von Wegzusammenhang
e Satz: wegzusammenhingend = zusammenhingend
 Proposition: Bilder von (weg)zusammenhédngenden Rédumen sind (weg)zusammenhéngend.

o Proposition: Vereinigungen von (weg)zusammenhéngenden, paarweise nicht disjunkten Rdumen
sind (weg)zusammenhéngend.

o Definition: (Weg)zusammenhangskomponenten eines Punktes
Di 29.04.| 7 | Homotopien

o Definition: (relative) Homotopie von Abbildungen
« Proposition: Homotopie ist eine Aquivalenzrelation

e Definitionen und Beispiele: Homotopiedquivalenz von Réumen; starke und schwache Deforma-
tionsretrakte; zusammenziehbare Raume

« Satz: Homotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.
Do 01.05. | % | Tag der Arbeit
Di 06.05.| 8 | Vertretungsvorlesung von Dr. Zhang: Compactness [LS, 4.1]

¢ definition: Hausdorff spaces

e theorem: A continuous bijection from a compact space to a Haussdorff space is a homeomor-
phism.

e One point compactification

Do 08.05. | 9 | Vertretungsvorlesung von Dr. Zhang: Compactness [LS, 4.2]
¢ definition: proper maps = closed maps whose fibres are compact
e Heine-Borel Theorem: A subspace of R™ is compact if and only if it is bounded and closed.
o Theorem of Tychonoff (without proof): Products of compact spaces are compact.

Di 13.05.| 10 | Die Homotopiekategorie und Funktoren [LS, 6.2][H, 1.1]

e Erinnerung: Homotopien
o Beispiel: Kreisring und Mobiusband sind homotopiedquivalent (Blatt 4, Ubungsaufgabe 5)
o Homotopiekategorie und Funktoren

o Definition des Funktors 7y und seine grundlegenden Eigenschaften (Verhalten unter Produkten,
Summen, Surjektivitat, Injektivitat, Pushouts)
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2 Die Fundamentalgruppe

Do 15.05. | 11 | Der Funktor 7

Die Kategorie der punktierten Rdume und m;

e Abhéngigkeit der Fundamentalgruppe vom Basispunkt

Di 20.05.| 12 | Die Fundamentalgruppe eines Kreises

Definition: Einfach zusammenhéngende Raume

Satz: Die Fundamentalgruppe ist eine Homotopieinvariante

Satz: ®: 7 (SY) = Z,n > (Yn: t > €2™") ist ein Isomorphismus.

Korollar 1: Keine Retraktionen von D? auf den Rand

Korollar 2: Brouwers Fixpunktsatz

Do 22.05. | % | Wegen Krankheit abgesagt

Di 27.05.| 13 | Das Hochhebungslemma
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[H, 1.1]

[H, 1.1]

[H, Beweis von Thm 1.7]

« Lemma iiber Hochhebungen entlang der Abbildung p : R — S', z s e27®

Beweis der Bijektivitit von ®: m1(S') — Z

Do 29.05. | % | Christi Himmelfahrt

Di 03.06.| 14 | Ein bisschen Gruppentheorie

[H, Einleitung von 1.2],[LS, |

e Freie Gruppen, Gruppenpréasentationen und ihre universellen Eigenschaften

Summen und Pushouts von Gruppen

Do 05.06. | 15 | Der Satz von Seifert-van-Kampen

o Der Satz von Seifert-van-Kampen (ohne Beweis, holen wir spéter nach)

Beispiel: Fundamentalgruppen von Wedgeprodukten von Kreisen
Korollar: Fundamentalgruppen von X Uy D" fiir n > 1

Beispiel: Fundamentalgruppen vom 2-dimensionalen Torus

Di 10.06.| % | Pfingstferien

Do 12.06. | % | Pfingstferien
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Di 17.06.| 16 | Klassifizierung von Flachen [Ra, 5.3],[FW]

e Satz von Seifert-van-Kampen fiir abgeschlossene Teilraume

o Korollar: Jede endlich présentierte Gruppe ist Fundamentalgruppe eines topologischen Raums.
(Gilt auch ohne die Bedingung ,endlich prasentiert*.)

¢ Beispiel: Fundamentalgruppen von Wedgeprodukten guter Paare

e Beispiel: Fundamentalgruppen von orientierbaren und nicht orientierbaren Flédchen
Do 19.06. | % | Fronleichnam
Di 24.06.| 17 | Beweis von Seifert-van-Kampen [FWI],[LS, 7.2],[H, 1.2]

o Satz: Klassifizierung von Flachen (Beweis unvollsténdig; siehe Conway’s ZIP proof)

o Beweis von Seifert-van-Kampen fiir offene Mengen

3 Uberlagerungen
Do 26.06. | 18 | Uberlagerungen [Ra, 3.1],[H, 1.3]

« Uberlagerungen, Hochhebungen, Hochhebungen von Wegen, Homotopien und Wegehomotopien
o Lemma: Ist p: (X, %) — (X, o) eine Uberlagerung, so ist py : 71 (X, o) — 71 (X, o) injektiv.

e Lemma iiber die Gruppenaktion von 71(X) auf p~!(xo).
Di 01.07.| 19 | Ein niitzliches Kriterium fiir Hochhebungen [Ra, 3.1],[H, 1.3]

o Universelle Uberlagerungen und ein Identifizierung von 71 (X, ) mit p~*(zg).
o Beispiel: Berechnung von 71 (RP") fiir n > 1 iiber universelle Uberlagerungen
e Definition: schén = wegzusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend

 Kriterium: Sei Y schén und p eine Uberlagerung. Dann gilt:

/O l < imp, 2 im f,.

(Y,90) —— (X, o)

Falls f existiert, ist es eindeutig.
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https://webhomes.maths.ed.ac.uk/~v1ranick/papers/francisweeks.pdf
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Do 03.07. | 20 | Die Galois-Korrespondenz | [Ra, 3.4],[H, 1.3]

« Korollar: Zwei punktierte und schéne Uberlagerungen sind homdomorph, wenn ihre Unter-
gruppen ubereinstimmen.

« Konstruktion von universellen Uberlagerungen von Zellkomplexen an Beispielen
» Die Galois-Korrespondenz (ohne Beweis der Surjektivitét)
o Beispiel: Alle zusammenhingenden Uberlagerungen vom Kreis

« Beispiel: Die Uberlagerungen von S'V S! erzeugt von dem Kommutator der Standarderzeuger
und von der Kommutatorgruppe

Di 08.07.| 21 | Die Galois-Korrespondenz Il [Ra, 3.4],[H, 1.3]
e Galois-Korrespondenz fiir nichtgepunktete Rdume
o Konstruktion fiir Zellkomplexe (ohne Beweis der Uberlagerungseigenschaft)

Do 10.07. | 22 | Decktransformationen [H, 1.39]
e Berechnung von Deck-Transformationsgruppen

o Beispiel: Decktrafos auf Uberlagerung zu (a) < {(a,b) = 71 (S' v S1)

Anwendungen'

Di 15.07.| 23 | Die Knotengruppe (Achtung: Vorlesung findet asynchron auf Moodle statt!)
[H, Section 1.2, exercise 22+4p. 55]

« Beispiele zur Decktransformationsgruppe

o Die Wirtinger-Présentation von Knotengruppen

e Die Abelianisierung ist zyklisch.

» Unterscheidung von (Knoten-)Gruppen iiber Darstellungen in endliche Gruppen

Do 17.07. | 24 | Die maximale Abelsche Uberlagerung von Knotenkomplementen
[L, Section 2+6+7],[Ro, 7.D]

Abstrakte Beschreibung mit Decktrafo

Konkrete Beschreibung iiber Seifertflichen
« Eine Prisentation der Kommutatorgruppe und ihrer Abelianisierung als Z[t*']-Modul

o Definition und Satz (ohne Beweis): Das Alexanderpolynom ist wohldefiniert bis auf Multipli-
kation mit einer Einheit in Z[t*]

'Die letzten beiden Vorlesungen sind als Ausblick gedacht und nicht priifungsrelevant.
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