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1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE DER ELEMENTARGEOMETRIE
1.1. Ebene, Geraden und Strecken.
Definition. Mit der Ebene E bezeichnen wir die Menge R? = {(z,y) | x,y € R}.

In den allermeisten Argumenten wollen die Ebene E gar nicht explizit als R? betrachten,
sondern wir wollen uns die “naive Tafelebene”oder “Papierebene” (oder vielleicht jetzt
moderner, “Bildschirmebene”) aus der Schule vorstellen. Nur wenn wir gezwungen sind,
ganz handfeste Argumente zu geben, dann werden wir mit R? arbeiten.

Definition. Eine Gerade in der Ebene E ist eine Teilmenge der Form
{P+ M|\ €eR},
wobei P € R? und v # 0 € R?.

 Gerade

ABBILDUNG 1.

Eine der elementarsten und wichtigsten Eigenschaft von Geraden ist der Inhalt des fol-
genden Satzes.

Satz 1.1. Durch zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene E wverlduft genau eine
Gerade, wir bezeichnen diese mit g(A, B).

———die Gerade g(A, B)

ABBILDUNG 2.

Beweis. Es seien also A, B zwei verschiedene Punkte in E = R?. Wir betrachten die Gerade
g = {A+X-(B=A)| ) eR}.

Nachdem A, B verschieden sind, ist B — A # 0, d.h. dies ist in der Tat eine Gerade. Zudem
erhalten wir fiir A = 0 den Punkt A und fir A = 1 erhalten wir den Punkt B. Mit anderen
Worten, A und B liegen in der Tat auf der Gerade. Wir haben also gezeigt, dass es eine
Gerade gibt, welche durch A und B verlauft.

Wir miissen nun noch die Eindeutigkeit der Gerade zeigen. Es sei also

h={P+Xw|\eR}
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eine weitere Gerade, welche durch A und B verlduft. Wir miissen zeigen, dass g = h. Wir
zeigen dies, indem wir zeigen, dass ¢ C h und h C g.

Wir beweisen zuerst, dass ¢ C h. Wir miissen zeigen, dass jeder Punkt () € g auch auf
h liegt. Es sei also Q@ = A+ A - (B — A) ein Punkt auf g. Nachdem A und B auf h liegen
gibt es p,v € Rmit A= P+ p-vund B = P+ v-v. Dann gilt auch, dass

Q=A+X(B—A) =P+pv+A(P+vov—(P+puv) =P+ov(w+Av—>Ap).

) B =A ) Skalar
Einsetzen von A = P+ uv und B = P + vv Vereinfachen

Wir haben also gezeigt, dass @ auf h liegt. Nachdem @) beliebig war gilt nun g C h.

ABBILDUNG 3. Illustration von Lemma 1.1.

In der Ubung 1 werden wir zeigen, dass h C g. O

Definition. Wir sagen zwei Geraden g und h sind parallel, wenn sich diese nicht schneiden
oder, wenn die beiden Geraden identisch sind. Wir schreiben dann ¢ || h.

In einer Skizze markieren wir parallele Geraden durch die gleiche Anzahl von kleinen

Strichen, siehe Abbildung 4.

/ parallele Geraden

ABBILDUNG 4.

In Satz 1.1 hatten wir gesehen, dass wenn sich zwei Geraden in zwei verschiedenen Punk-
ten schneiden, dann sind die Geraden schon identisch. Wir erhalten also sofort folgendes
elementare Lemma.

Lemma 1.2. Es seien g und h zwei Geraden. Dann gilt

die Geraden g und h die Geraden schneiden sich
sind nicht parallel in genau einem Punkt.
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Beweis. Es seien g und h zwei Geraden. Nach Definition gilt

die Geraden g und h die Geraden schneiden sich nicht, oder
sind parallel die beiden Geraden sind identisch.

Aquivalent dazu ist die Aussage

die Geraden g und h die Geraden schneiden sich und
sind nicht parallel die beiden Geraden sind nicht identisch.

Es verbleibt also folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptunyg.
die Geraden schneiden sich und die Geraden schneiden sich
die beiden Geraden sind nicht identisch in genau einem Punkt.

Die Aussage “<=” ist klar. Die Aussage “=-" folgt aus Satz 1.1. In der Tat, denn wenn
es mehr als einen Schnittpunkt gibe, dann wéren die beiden Geraden nach Satz 1.1 auch
schon identisch. O

Wir werden folgendes Lemma in der Ubung 1 beweisen.
Lemma 1.3. Es seien g, h, k drei Geraden. Wenn g || h und h || k, dann gilt auch g || k.

Satz 1.4. Zu jeder Gerade g und jedem Punkt P gibt es genau eine Gerade durch P, welche
parallel zu g verlduft.

Bemerkung. Die Aussage von Satz 1.4 wird oft als das Parallelenaziom bezeichnet. Wir
beweisen Satz 1.4 mithilfe von linearer Algebra. Die Frage ob man das Parallelenaxiom
auch rein aus der klassischen euklidischen Geometrie beweisen kann wurde iiber zwei Jahr-
tausende hitzig diskutiert. Mehr zu diesem Thema kann man, wie immer auf wikipedia
finden:

https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelenaxiom

Beweis. Es sei g eine Gerade. Wir wahlen einen Punkt ) auf g und einen Richtungsvektor
v, d.h. esist g = {Q +tv|t € R}. Wir setzen nun h = {P +tv |t € R}. In Ubung 1 werden
wir nachweisen, dass h parallel zu g verlauft, und dass h die einzige Gerade durch P ist,
welche parallel zu g verlduft. 0

Gerade {P +tv |t € R}

® Punkt P ® Punkt P \‘\\

Gerade g Q Q
v v
ABBILDUNG 5. Skizze zum Beweis von Satz 1.4.
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Definition. Es seien A, B zwei Punkte in der Ebene.

(1) Wenn A # B, dann definieren wir die Strecke AB als die Menge aller Punkte auf der
Gerade g(A, B), welche zwischen A und B liegen, zusammen mit den Endpunkten
A und B.

(2) Wenn A = B, dann definieren wir Strecke AB als den Punkt A.

Wir illustrieren die Definition in Abbildung 6.

die Gerade g(A, B)

A—0

ABBILDUNG 6.
Das folgende Lemma gibt eine Beschreibung der Strecken, wenn wir explizit mit R?
arbeiten.

Lemma 1.5. Fiir zwei Punkte A, B € E = R? gilt
AB = {A+t-(B—-A)|tel0,1]}. O

o ——(AB)
T t=1
— die Punkte A- (1 —t)+ B -t

die Strecke AB

t=20

ABBILDUNG 7.

Wir fithren nun folgende Definition ein.

Definition. Es sei g eine Gerade in der Ebene E und es seien P und @) zwei Punkte, welche
nicht auf g liegen. Wir sagen zwei Punkte P und Q) liegen auf verschiedenen Seiten von g,
wenn die Strecke PQ die Gerade g schneidet. Ansonsten sagen wir, dass P und @ auf der
gleichen Seite von g liegen.

Das folgende Lemma spiegelt nun die anschauliche Aussage wieder, dass eine Gerade die
Ebene in zwei Halbebenen zerteilt.

Lemma 1.6. Es sei g eine Gerade in E. Dann gibt es zwei Teilmengen U und V von E\ g
mit folgenden vier Eigenschaften:

(1) esist E=UUV Uy,

(2) die Mengen U und V' schneiden sich nicht,
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Gerade Pa g Gerade
P g P g

PQ
Q
P und @ liegen auf verschiedenen P und @ liegen auf der gleichen
Seiten von g Seite von g

ABBILDUNG 8.

(3) alle Punkte in U liegen auf der gleiche Seite von g, und
(4) alle Punkte in V' liegen auf der gleiche Seite von g.

Wir bezeichnen U und V als die durch g definierten Halbebenen.

Beweis. Wir werden den Beweis von Lemma 1.6 in der Ubung 1 diskutieren. U

Gerade g

oder

ABBILDUNG 9. Skizze zu Lemma 1.6.

Wir fithren nun noch den Begriff des Strahls ein.

Definition. Es seien A, B zwei verschiedene Punkte der Ebene. Wir bezeichnen

? Menge aller Punkte auf g(A, B), welche beztiglich A
AB = . . .
auf der gleichen Seite von B liegen

als Strahl, welcher von A ausgeht und durch B verlduft. Wir bezeichnen A manchmal als
Anfangspunkt des Strahls. Die Definition wird in Abbildung 10 illustriert.

die Gerade g(A, B) \B\

A ~—— der Strahl AB

der Anfangspunkt des Strahls

ABBILDUNG 10.

Folgendes Lemma ist das Analogon zu Lemma 1.5.
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Lemma 1.7. Fiir zwei verschiedene Punkte A und B gilt

AB = {A+t-(B—A)|t € Rs). O

Strahl /@

B
Vektor B — A—__
A—_

\:\\\ Strahl {A+¢(B —A)|v € Rxo}
St=1

ABBILDUNG 11.

1.2. Die Lange einer Strecke.

Definition. Fiir zwei Punkte A = (ay, as), B = (b1, b2) € E = R? bezeichnen wir
(AB) = |B—A| == (a1 —b1)2 + (a3 — by)?

als die Linge der Strecke AB.

Nach diesem Unterkapitel werden wir fast nie mit der expliziten Definition der Lange
einer Strecke arbeiten, sondern nur mit den Eigenschaften, welche in den folgenden beiden
Satzen formuliert werden.

Satz 1.8.
(1) Fir zwei Punkte A und B gilt

A4B < ((AB)>0.

(2) Es seien A, B,C drei Punkte, welche auf einer Geraden liegen. Wenn B zwischen A
und C' liegt, dann ist

((AT) = ¢(AB) + ((BC).

Gerade —_ —
- die Strecke BC

A— " die Strecke AB

ABBILDUNG 12. Illustration von Satz 1.8.

Beweis. Wir werden diesen Satz in der Ubung 2 beweisen. U
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Satz 1.9. (Dreiecksungleichung) Es seien A, B,C drei Punkte in der Ebene E. Dann
gilt

((AC) < ((AB)+ ((BO).

B _ _
((AB) + ((BC)

—

C ((AC)

ABBILDUNG 13.

Beweis. Die Dreiecksungleichung ist anschaulich klar, und wir wollen diese deswegen nicht
beweisen. Man kann die Dreiecksungleichung beispielsweise mithilfe der Cauchy-Schwarz
Ungleichung aus der linearen Algebra bewiesen, siehe z.B. [Fr2]. Aber dieser Beweis ist
auch nicht besonders erhellend. OJ

Die Dreiecksungleichung besagt, salopp gesprochen, dass wenn Sie von A nach C fahren,
dann kann die Strecke nicht dadurch kiirzer werden, dass Sie iiber B fahren.

Bemerkung. Die Dreiecksungleichung gilt nicht notwendigerweise fiir Zugpreise. Wenn Sie
von A nach C fahren wollen, dann kann es billiger sein, ein Zugticket von A nach B und
dann von B nach C' zu losen.

Wir beschlieBen dieses Unterkapitel mit folgendem Lemma, welches wir Ubung 2 beweisen
werden.

Lemma 1.10. Es seien P und @Q zwei Punkte auf einem Strahl S mit Anfangspunkt A. Es
qgilt

P=Q <= ((AP) = ((4AQ).

Strahl 5 0
P

Anfangspunkt A

ABBILDUNG 14. Skizze zu Lemma 1.10.
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1.3. Winkel.

Definition.

(1) Ein Winkel ist definiert als die Vereinigung von zwei Strahlen s und ¢, welche vom
gleichen Punkt ausgehen. Wir bezeichnen die Strahlen s und ¢ als die Schenkel des
Winkels.

(2) Die beiden Strahlen teilen die Ebene in zwei Gebiete auf, wir nennen diese Winkel-
felder. Die beiden Schenkel des Winkels liegen dabei in beiden Winkelfeldern.

/
ein Winkel

die zugehorigen Winkelfelder

ABBILDUNG 15.

Wir wollen im Folgenden den Begriff der “Grofie” eines Winkels einfiihren. Wir benétigen
dazu folgende Definition.
Definition.

(1) Der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r > 0 ist definiert als die Menge

K(P,r) = {Q € E[L(PQ) =r}.
(2) Wir definieren’
T o= % - Lange (=Umfang) eines Kreises von Radius 1.
Mit anderen Worten, 7 ist definiert als die reelle Zahl, so dass
Umfang eines Kreises von Radius 1 = 2.
Wir kénnen nun die Grofle eines Winkels einfiithren.

Definition. Es sei ein Winkel geben durch zwei Strahlen s und ¢, welche vom gleichen Punkt
P ausgehen. Es sei V' das kleinere der beiden Winkelfelder und es sei K (P, 1) der Kreis um
P von Radius 1. Wir definieren die Groffe des Winkels als

<(s,t) := die Lange des Kreisabschnitts K NV
Manchmal bezeichnen wir <(s,t) auch als Winkelmaf.

IEs gibt auch Mathematiker, welche sagen, man sollte durchgehend nicht mit 7 arbeiten, sondern mit
7 = 27, d.h. mit der Lénge eines Kreises von Radius 1. In der Tat werden manche Formeln einfacher, wenn
man diese mit 7 aufschreibt als mit 7. Aber fiir einen Wechsel ist es definitiv zu spét.



ELEMENTARGEOMETRIE 11

Bemerkung. Nachdem wir immer das kleinere Winkelfeld nehmen sehen wir, dass das ma-
ximale Winkelmaf gegeben ist die Lange eines Halbkreises, also durch t .

Definition.
(1) Wir sagen der Winkel ist ein Nullwinkel, wenn das Winkelmafl 0 betragt.
(2) Wir sagen der Winkel ist ein stumpfer Winkel, wenn das WinkelmaR in (0, 7) liegt.
(3) Wir sagen der Winkel ist ein rechter Winkel, wenn das Winkelmafl 7 betragt.
(4) Wir sagen der Winkel ist ein stumpfer Winkel, wenn das kaelmaﬁ in (5, ) liegt.
(5) Wir sagen der Winkel ist ein Vollwinkel, wenn das Winkelmaf§ 7 betragt Anstatt
“Vollwinkel” sagt man manchmal auch gestreckter Winkel.

ein Winkel

das Winkelfeld V'
Grofle des Winkels

Kreis K von Radius 1 —_ -
T die Lange des ganzen Kreises betragt 27

ABBILDUNG 16.

Lange 1bt in (0, %) ange ist § Lange ist in (5, 7) Lange ist ™
Nullwinkel rechter Winkel stumpfer Winkel Vollwinkel, oder

gestreckter Winkel
ABBILDUNG 17.

Notation. Wie tiblich deuten wir in Zeichnungen einen rechten Winkel mithilfe von einem
Punkt und einem Viertelkreis ein, sieche Abbildung 18

Wir fithren zudem folgende fast schon selbsterkldrende Notation ein.
Notation. Es seien A, B, C' drei verschiedene Punkte in der Ebene E. Wir schreiben
<ABC = <I(E>4, B?)
Der folgende Satz spielt in etwa die Rolle von Satz 1.8.
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t
s
°/ rechter Winkel

ABBILDUNG 18.

ABBILDUNG 109.

Satz 1.11. Es seien A, B, C' drei verschieden Punkte in E.

(1) Wenn die Strahlen BA und BC' nicht identisch sind, dann gilt <apc > 0.

(2) Wenn P ein Punkt ist, welcher im kleineren Winkelfeld des Winkels EZL B? liegt,
dann gilt

<apc = <aBp + <pBC-

(3) FE ist <apc = <cBa.

ABBILDUNG 20. [lustration von Satz 1.11.

Beweis.
(1) Die Aussage folgt daraus, dass in diesem Fall der Kreisabschnitt aus mehr als nur
einem Punkt besteht.
(2) Der Kreisabschnitt fir den Winkel, welcher durch A, B und C festgelegt wird, wird
durch den Strahl ﬁ in zwei Teile zerlegt. Nachdem die Winkel durch die Lange der
Kreisabschnite definiert sind, erhalten wir sofort die gewiinschte Aussage.

(3) Diese Aussage ist klar, da der Kreisabschnitt nicht von der Reihenfolge der Schenkel
abhangt. ([l

Folgendes Lemma ist das Analogon zu Lemma 1.10.
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Lemma 1.12. Es sei /@ ein Strahl und es seien P und Q) zwei Punkte auf der gleichen
Seite* der Gerade g(A, B), welche von A verschieden sind. Wenn <pap = <{gag, dann gilt

AP = AQ.

Q@ ﬁ@

AB

B

ABBILDUNG 21. [lustration von Lemma 1.12.

Beweis. Wir Aussage ist wohl anschaulich sowieso klar. Man kann die Aussage aber auch
mithilfe von Satz 1.11 (1) und (2) beweisen. O

1.4. Winkel und Schnitte von Geraden.

Definition. Es seien g und h zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P schneiden. Der
Punkt P zerlegt die Geraden in jeweils zwei Strahlen. Wir nennen Winkel, welche gegentiber
liegen Scheitelwinkel und wir nennen Winkel, welche nebeneinander liegen Nebenwinkel.

e

Nebenwinkel
Satz 1.13. Es seien g und h zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P schneiden.

Scheitelwinkel

ABBILDUNG 22.

(1) Die Gifien von zwei Nebenwinkel ergeben zusammen .
(2) Scheitelwinkel sind gleich grofs.

Beweis.

(1) Zwei Nebenwinkel ergeben zusammen einen Vollwinkel. Die Aussage folgt also aus
Satz 1.11 (2).
(2) Wir werden diese Aussage in Ubung 2 beweisen.

%ist diese Zusatzvoraussetzung notwendig?
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2. BEWEGUNGEN
Folgende Definition ist fast selbsterklarend.
Definition.
(1) Eine Abbildung ¢: E — E heifit ldngenerhaltend, wenn fir all P,Q € E gilt, dass
Ue(P)p(Q)) = UPQ).

(2) Eine Abbildung ¢: E — E heifit winkelerhaltend, wenn fir jede Wahl von drei ver-
schiedenen Punkten A, B,C' € E gilt, dass

Lp(A)e(B)p(c) = <ABC-
Satz 2.1. Jede lingenerhaltende Abbildung ¢: E — E ist auch winkelerhaltend.

Beweis. Nachdem Winkel tiber Langen definiert sind ist jede lingenerhaltende Abbildung
auch winkelerhaltend. U
Satz 2.2. Wenn p,v¢: E — E lingenerhaltende Abbildungen sind, dann ist die Verkniipfung
pop: E — E
P = p(P))
ebenfalls ldngenerhaltend.

Beweis. Wir werden diesen Satz in der Ubung 2 beweisen. U

In diesem Kapitel werden wir drei Typen von Abbildungen kennenlernen, welche lénge-
nerhaltend sind, ndmlich:

(1) Verschiebungen,
(2) Spiegelung an Geraden,
(3) Drehungen

Danach werden wir sehen, dass jede langenerhaltende Abbildung schon eine Verkniipfung
von solchen Abbildungen ist.

2.1. Verschiebungen.

Definition. Es sei v € R?. Die Abbildung
E=R? —» R?2=E
P — P+v
heilt Verschiebung. Wir illustrieren die Definition in Abbildung 23.

Der folgende Satz beinhaltet die beiden fiir uns wichtigsten Eigenschaften von Verschie-
bungen.

Satz 2.3.

(1) Verschiebungen sind lingen- und winkelerhaltend.
(2) Verschiebungen fiihren Geraden in Geraden und Strecken in Strecken diber.
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Ebene E = R?

- Verschiebung

ABBILDUNG 23.

(3) Zu je zwei Punkten P,Q in der Ebene gibt es genau eine Verschiebung, welche P in
Q tiberfihrt.
(4) FEs sei ¢ eine Verschiebung. Fir jede Gerade g ist o(g) parallel zu g.

Beweis.
(1) Es sei als v € R? und ¢: R? — R? die zugehorige Verschiebung. Dann gilt fiir alle
P, Q) € E, dass
(e(P)(@) = lle(P) =@ = I(P+v) = (Q@+0v)]| = [P = Q| = «PQ).
T T T
per Definition, siche Seite 8 Definition von ¢ per Definition von ¢(PQ)

Wir haben also gezeigt, dass Verschiebungen lingenerhaltend sind. Aus Satz 2.1 folgt
nun auch, dass Verschiebungen winkelerhaltend sind.

(2) Wie in (1) sei also v € R? und es sei ¢: R? — R? die zugehérige Verschiebung.
Wenn nun g = {P +t-w|t € R} eine Gerade mit Aufpunkt P ist, dann ist das
Bild ¢(P) = {P+v+1t-w|t € R} eine Gerade mit Aufpunkt P + v. Das gleiche
Argument gilt auch fiir Strecken.

(3) Es seien P,(Q zwei Punkte in der Ebene E = R?. Die Verschiebung um v = Q — P
fithrt P in @ tber. Es ist auch offensichtlich, dass dies die einzige solche Verschiebung
ist.

(4) Diese Aussage folgt aus einer leichten Rechnung. O

Wir kénnen Verschiebungen verwenden, um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 2.4. Es seien g # h zwei parallele Geraden und es sei k eine weitere Gerade, welche
g und h schneidet. Dann gilt:
(1) die Stufenwinkel, deren Definition in Abbildung 24 links skizziert ist, sind ebenfalls
gleich grofs,
(2) die Wechselwinkel, deren Definition in Abbildung 24 rechts skizziert ist, sind gleich
grofs.

Beweis. Wir bezeichnen mit P den Schnittpunkt von g mit k£ und wir bezeichnen mit ¢
den Schnittpunkt von h mit k. Nach Satz 2.3 (2) gibt es genau eine Verschiebung ¢, welche
P in @ tberfiihrt.

Behauptunyg.
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Wechselwinkel k

Stufenwinkel

ABBILDUNG 24. Illustration von Satz 2.4.

(a) Es ist ¢(g) = h.
(b) Esist p(k) = k.

Wir beweisen nun beide Aussagen:

(a) Es folgt aus Satz 2.3 (3), dass ¢(g) parallel zu g verlauft, zudem folgt aus ¢(P) = Q,
dass p(g) durch @ verlauft. Es folgt aus der Eindeutigkeit von parallelen Geraden,
siehe Satz 1.4, dass ¢(g) = h.

(b) Es folgt aus Satz 2.3 (3), dass (k) parallel zu k verlauft. Nachdem @ € k, P € k
und ¢(P) = @ sehen wir, dass beide Geraden ¢(k) sowie k den Punkt ¢(P) = @
enthalten. Es folgt nun wiederum aus Satz 1.4, dass ¢(k) = k. Da ¢(k) und k parallel
sind gilt also, dass ¢(k) = k.

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Es folgt aus der Behauptung, dass die Verschiebung ¢ den Stufenwinkel bei P in den
Stufenwinkel bei @) tiberfithrt. Es folgt aus Satz 2.3, dass die Stufenwinkel gleich grof3 sind.
Die Verschiebung fithrt zudem den Wechselwinkel bei P in den Scheitelwinkel des Wech-
selwinkels bei ) tiber. Es folgt nun aus Satz 2.3 und Satz 1.13, dass die Stufenwinkel gleich
grof} sind.
O

p W e(tllslexx'111ke1

h

Verschiebung ¢ Verschiebung ¢ =

k
Scheitelwinkel

Stufenwinkel

ABBILDUNG 25. [lustration fur den Beweis von Satz 2.4.

Praktischerweise gilt auch die Umkehrung von Satz 2.4.
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Satz 2.5. FEs seien g # h zwei Geraden und es sei k eine weitere Gerade, welche g und h
schneidet. Dann gilt:

(1) Wenn die Stufenwinkel gleich grof$ sind, dann sind g und h parallel.
(2) Wenn die Wechselwinkel gleich groff sind, dann sind g und h parallel.

Beweis (). ® Der Beweis ist ganz dhnlich zum Beweis von Satz 2.4. Wir bezeichnen mit
P den Schnittpunkt von ¢ und £ und wir bezeichnen mit ) den Schnittpunkt von A und
k. Es sei ¢ die Verschiebung von P nach (). Es folgt dann aus unserer Voraussetzung und
Lemma 1.12, dass ¢(g) parallel zu h ist. Dann war aber auch schon g parallel zu h. O

2.2. Spiegelungen an Geraden. Wir wollen nun die Spiegelung an einer Geraden g
einfiihren. Wir erinnern dazu erst einmal an folgende Definition aus der Schule.

Definition.

(1) Zwei Geraden g und h heilen heiBen senkrecht!, wenn sich diese in einem Punkt
schneiden, und die Strahlen, welche durch g und h gebildet werden, einen rechten
Winkel bilden.

(2) Ganz analog definieren wir auch den Begriff, dass zwei Strecken senkrecht sind.

Satz 2.6. Es sei g eine Gerade in der Ebene E und es sei P ein beliebiger weiterer Punkt.
Dann gibt es genau eine Gerade h, welche senkrecht auf g steht und welche durch P ver-
lauft. Wir bezeichnen diese Gerade als das Lot beziiglich P auf g und wir bezeichnen den
Schnittpunkt von h mit g als den LotfuBlpunkt.

Lotfufipunkt
P

—h

h ist das von P auf g errichtete Lot h ist das von P auf g gefallte Lot
ABBILDUNG 26. Illustration von Satz 2.6.

Beweis. Man kann diesen Satz problemlos mithilfe von etwas linearer Algebra beweisen.
Wir werden dies hier nicht ausfithren, den wichtigsten Gedanken werden wir in Ubung 3
diskutieren. ]

Wir konnen jetzt die Definition der Spiegelung entlang einer Gerade g geben.

Definition. Es sei g eine Gerade und P ein Punkt in E. Wir definieren das Spiegelbild s,(P)
in drei Schritten:
3Hier (*) bedeutet, dass wir den Beweis nicht in der Vorlesung ausgefiihrt haben, und man diesen getrost

ignorieren kann.
“Manchmal sagt man auch, “orthogonal” anstatt “senkrecht”.
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(1) es sei h die nach Satz 2.6 eindeutig bestimmte Gerade, durch P, senkrecht zu g,
(2) wir bezeichnen mit () den Lotfufipunkt,
(3) wir definieren s,(P) als den eindeutig bestimmten Punkt auf ¢, mit folgenden zwei
Eigenschaften:
(a) s4(P) und P liegen auf verschiedenen Seiten von g,
(b) s4(P) und P haben den gleichen Abstand zum Lotfufipunkt Q.

Wir bezeichnen die Abbildung s,: E — E als die Spiegelung entlang der Gerade g.

Gerade g¢

— rechter Winkel

— Spiegelbild S‘g(P )
———— Qerade h

gleiche Lange

ABBILDUNG 27.

Bemerkung. Macht die obige Definition der Spiegelung entlang von g auch Sinn, wenn P
auf der Gerade liegt?

Der folgende Satz folgt eigentlich direkt aus der Definition einer Spiegelung.

Satz 2.7. Fs sei g eine Gerade.

(1) Die Spiegelung entlang der Gerade g vertauscht die Halbebenen, welche wir in Lem-
ma 1.6 eingefiihrt hatten.

(2) Fir jeden Punkt P € E gilt s,(sq(P)) = P. D.h., wenn wir zweimal entlang von g
spiegeln, dann sind wir wieder beim Ausgangspunkt.

Wir beschlieflen die Diskussion von Spiegelungen mit folgendem Satz.

Satz 2.8.

(1) Spiegelungen an Geraden sind lingen- und winkelerhaltend.
(2) Verschiebungen fiihren Geraden in Geraden und Strecken in Strecken tiber.

Beweisskizze. Man kann Spiegelungen relativ leicht mithilfe von linearer Algebra beschrei-
ben. Man kann dann problemlos nachrechnen, dass Spiegelungen lingenerhaltend sind. Es
folgt aus Satz 2.1, dass Spiegelungen auch winkelerhaltend sind. Die Aussage tiber Geraden
und Strecken kann man ebenso problemlos nachrechnen. O
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2.3. Drehungen. Wir fiigen nun noch eine dritte Art von Abbildung zu den vorherigen
hinzu.

Satz 2.9. Es seien s undt zwei verschiedene Strahlen, welche von einem Punkt P ausgehen.
Es gibt genau eine Abbildung ¢: E — E mit folgenden Eigenschaften:

(1) @ ist lingenerhaltend und winkelerhaltend,

(2) es ist p(P) =P,

(3) es ist p(s) =t,

(4) s und p(t) liegen auf verschiedenen Seiten der Gerade, welche durch t festgelegt ist.”
Wir nennen jede solche Abbildung eine Drehung um P. Zudem bezeichnen wir <(s,t) als
den zugehorigen Drehwinkel.

Drehwinkel
Drehung um den Punkt P

ABBILDUNG 28.

Beweisskizze. Man kann diesen Satz mit etwas Aufwand mithilfe von orthogonalen Matrizen
aus der linearen Algebra beweisen. Nachdem dies jedoch kein linearer Algebra Kurs ist,
unterlassen wir den Beweis. 0

Satz 2.10. Es sei ¢ eine Drehung um den Punkt P mit Drehwinkel . Fir jeden Strahl t
mit Anfangspunkt P gilt <(t,p(t)) = .

Beweis (x). Per Definition einer Drehung um P mit Drehwinkel v gibt es einen Strahl s
mit Anfangspunkt P, so dass <((s, ¢(s)) = . Nun ist

Satz 1.11 Satz 1.11
\J )
U, o(t) = <2ep(s), o) — <(p(s), ¢ = <p(s), p(t)) — (s, t) + <(s, ¢(s))
? s, t) = <s, t) + s, 0(s)) = s, 0(s)) = 7-
da ¢ nach Satz 2.9 winkelerhaltend ]

Wir beschlielen die kurze Einfithrung in Drehungen mit folgendem Satz.
Satz 2.11. Drehungen fiihren Geraden in Geraden und Strecken in Strecken tber.

SWir werden den Sinn dieser dritten Bedingung in der Ubung diskutieren.
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©(s)

S

Drehwinkel ~

ABBILDUNG 29. Skizze zum Beweis von Satz 2.10.

Beweisskizze. Auch diesen Satz kann man mithilfe von linearer Algebra relativ leicht nach-
rechnen. 0

2.4. Bewegungen.

Definition. Eine Bewegung der Ebene ist eine Abbildung E — E, welche die Verkniipfung
von einer oder mehrerer Abbildungen von folgender Art ist:

(1) Verschiebung,
(2) Spiegelung entlang einer Gerade,
(3) Drehung um einen Punkt.

Bemerkung.

(1) Eine Bewegung wird oft auch Kongruenzabbildung bezeichnet. In der Literatur, z.B.
in [GMP] werden manchmal als Bewegung nur Verschiebungen und Drehungen und
deren Verkniipfungen bezeichnet.

(2) Die Verkniipfung von Bewegungen ist per Definition eine Verkniipfung von Abbil-
dungen von Typ (1), (2) und (3), also wiederum eine Bewegung.

(3) In Ubungsblatt 3 und 4 diskutieren wir ausgiebig, was passiert, wenn wir zwei Spie-
gelung bzw. zwei Drehungen verkniipfen.

Lemma 2.12. Jede Bewegung ist lingenerhaltend und winkelerhaltend.

Beweis. Nach Satz 2.3, Satz 2.8 und Satz 2.9 wissen wir, dass Verschiebungen, Spiegelungen
und Drehungen langenerhaltend sind. Es folgt aus Satz 2.2, dass Bewegungen ebenfalls
langenerhaltend sind. Es folgt nun aus Satz 2.1, dass Bewegungen auch winkelerhaltend
sind. =

Der vollsténdigkeithalber formulieren wir folgenden Satz.
Satz 2.13. Jede lingenerhaltende Abbildung der Ebene ist eine Bewegung.

Beweis. Dieser Satz ist nicht ganz trivial, er folgt durch eine ldngere Berechnung mit Me-
thoden der linearen Algebra. Der Beweis wird z.B. in [Fr2] ausgefiihrt. U
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2.5. Kongruente Teilmengen.

Definition. Wir sagen zwei Teilmengen A und B der Ebene E sind kongruent, wenn es eine
Bewegung f mit f(A) = B gibt.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass alle Geraden kongruent zueinander sind und wir
wollen bestimmen, wann zwei Strecken kongruent sind.
Lemma 2.14.

(1) Alle Strahlen sind zueinander kongruent.

(2) Alle Geraden sind zueinander kongruent.

(3) Es seien AB und C'D zwei Strecken. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) AB und CD sind kongruent,

(b) esist {(AB) = ((CD),

(c) es gibt eine Bewegung ¢ mit p(A) = C und p(B) = D.
Bewets.

(1) Es seien also AB und CD zwei Strahlen. Mithilfe ciner Verschiebung ¢, siehe Satz 2.3
(3), konnen wir den Punkt A in C tuberfithren und erhalten den Strahl ﬁ . Satz 2.9
besagt nun, dass wir mithilfe einer Drehung ¢ um den Punkt C' kénnen den ﬁ
in den Strahl C'D tiberfiihren kénnen. Insgesamt fithren wir also zﬁ mithilfe der
Bewegung 1) o ¢ in den Strahl C"ﬁ iiber.

AB
CE

3 B
Bf CE
B o3 fﬁ/@

AC/ AP . AC
\/_”/

Verschiebung von A nach C' Drehung um C'

ABBILDUNG 30.

(2) Das Argument fiir Geraden ist fast das gleiche wie fir Strahlen. Durch eine Ver-
schiebung stellen wir sicher, dass die Geraden sich in mindestens einem Punkt P
schneiden. Wenn die Geraden dann schon identisch sind, sind wir fertig.

Ansonsten fithren wir eine Drehung um P durch, um die eine Gerade in die andere
Gerade tiberzufithren.

(3) Nun seien AB und C'D zwei Strecken. Wir miissen zeigen, dass folgende Aussagen
daquivalent sind:

(a) AB und CD sind kongruent,
(b) esist {(AB) = ¢(CD),
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(c) es gibt eine Bewegung ¢ mit p(A) = C und p(B) = D.
Die Aussage “(a)=-(b)” folgt sofort aus Lemma 2.12. Wir beweisen nun die Aussage
“(b)=(c)”. Wir nehmen zuerst an, dass {(AB) = ¢(CD) = 0. In diesem Fall ist
A = B und C = D. Nachdem wir mit einer Verschiebung A in C iiberfithren kénnen
wir dann auch AB = A in CD = C iiberfiihren.
Wir betrachten nun den Fall, dass ¢(AB) = ¢(C'D) > 0. Anders ausgedriickt, wir
betrachten den Fall, dass A # B als auch C' # D. Wir kénnen daher die Strahlen

AB und C"ﬁ betrachten. Nach (1) kénnen wir eine Bewegung ¢ finden, welche den
Strahl AB in den Strahl OD iiberfithrt, insbesondere ist o(A) = C. Es gilt nun

U(Cp(B)) = Up(A)e(B)) = UAB) = ((CD).

T T
Bewegungen sind nach Voraussetzung
léngenerhaltend

Nachdem f(B) und D auf dem gleichen Strahl @ liegen und den gleichen Abstand
zum Anfangspunkt C' besitzen, gilt nach Lemma 1.10 schon, dass ¢(B) = D.

Die Aussage “(c)=-(a)” ist eigentlich trivial. Wir nehmen also an, dass es eine
Bewegung ¢ gibt, mit p(A) = B und ¢(C) = D. Nachdem Bewegungen Strecken
in Strecken iiberfiihren folgt dann auch schon, dass ¢ die Strecke AB in die Strecke
CD fiberfiihrt. O
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3. KREISE

Wir erinnern zuerst an die Definition eines Kreises und wir fithren zudem auch die zu-
gehorige Kreisscheibe ein.

Definition. Es sei P € E und r € Ryy. Der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r ist
definiert als die Menge

K(Pr) == {Q e E[{(PQ)=r}.
Die Kreisscheibe mit Mittelpunkt P und Radius r ist definiert als die Menge
S(P,r) = {Q e E|{(PQ) <r}.

Bemerkung. Im allgemeinen und schulischen Sprachgebrauch wird oft leider nicht sorgféltig
zwischen den Begriffen “Kreis” und “Kreisscheibe” unterschieden.
\  — Kreisscheibe S(P, 1)

P _— Kreis K(P,7) r \ \

Lange der Strecke ist der Radius r Lénge der Strecke ist <r

ABBILDUNG 31.

Definition. Es sei X eine Teilmenge von E. Wir bezeichnen den maximalen Abstand zwi-
schen zwei Punkten in X als Durchmesser von X. Mit anderen Worten, es ist

Durchmesser von X = max{/(PQ)|P,Q € X}.

Beispiel. In Abbildung 32 sehen wir die beiden Punkte von maximalen Abstand in Bayern.

Durchmesser von Bayern

ABBILDUNG 32.

In Ubungsblatt 5 werden wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 3.1. Es gilt

Durchmesser von einem Kreis von Radius r = 2r.
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3.1. Schnittpunkte von Kreisen. In Lemma 2.12 hatten wir gesehen, dass Bewegungen
langenerhaltend sind. Daraus folgt sofort folgendes Lemma.

Lemma 3.2. Jede Bewegung f fihrt einen Kreis von Radius r in einen Kreis von Radius
r uber, genauer gesagt, fir einen Kreis K(P,r) gilt f(K(P,r)) = K(f(P),r).

Der folgende Satz ist deutlich interessanter.

Satz 3.3. Es seien M = K(P,r) und N = K(Q, s) zwei Kreise mit P # ). Wir bezeichnen
mit g = g(P,Q) die Gerade durch P und Q. Dann gilt genau einer der folgenden drei
Aussagen:

(1) die Kreise M und N schneiden sich nicht,

(2) die Kreise M und N schneiden sich in genau einem Punkt und dieser liegt auf g.

(3) die Kreise M und N schneiden sich in zwei Punkten U und V', diese haben zudem
die Eigenschaft, dass sq(U) =V.

U
/
IS Spiegelbilder

q / beztglich g
SV

kein Schnittpunkt ein Schnittpunkt zwei Schnittpunkte

ABBILDUNG 33.

Beweis. Den Satz beweisen wir durch eine explizite Rechnung. Fiir die Rechnung werden
wir ausnahmsweise mal ganz explicit in E = R? arbeiten und rechnen. Wir machen nun
folgende Vorbemerkung;:

(%) Essei P = (p1,p2) ein Punkt » > 0 und @ = (q1, ¢2) ein weiterer Punkt. Dann folgt
sofort aus der Definition, dass
QEK(P,T) e (ql—p1)2+(q2—p2)2:7’2.
=[Q—P|]?=t(PQ)?
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Satzes zu. Es seien also M = K(P,r)
und N = K(Q, s) zwei Kreise mit P # (). Es folgt aus Lemma 3.2, dass sich die Aussagen

des Satzes nicht dndern, wenn wir zuerst eine Bewegung auf die Kreise anwenden. Nach
Lemma 2.14 gibt es eine Bewegung f, so dass

f (]%) = nicht-negative x-Achse,

d.h. es gilt f(P) = (0,0) und f(Q) = (w,0) fiir ein w > 0. Nach der vorherigen Bemerkung
kénnen wir nach Lemma 3.2 also jetzt 0.B.d.A. annehmen, dass M = K((0,0),r) sowie
N = K((0,w),s).
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/ (z,y)
0.0 | A A wo

ABBILDUNG 34.

Es sei nun (z,y) € R?. Dann gilt:

(x,y) e MNN <= (z,y) liegt auf M und (x,y) liegt auf N
2 | 2

(0, (1) (z-02+(y—0? = r (1) 2P =
Q) @—wPry-07 = £ T (2 (w—wl+y? =

(1) 4y = r? y .
— @) @-wPit-i) = P = 83 Wt owp e

=2+ w2 —2wzr+r2—x2
1) o =R
— 2) = = —s24r2+w?

Insgesamt erhalten wir also, dass

g2 2 2 9 5 N
(QJay)EMﬂN <— $:Wundy2:r2_(%>'

2w

=:d
Wir unterscheiden nun drei Falle:

(1) Fall d < 0. Die Kreise schneiden sich nicht, denn es gibt keine reelle Zahl y mit
y? =d.

(2) Fall d = 0. Die Kreise schneiden sich in genau einem Punkt der Form (z,0), insbe-
sondere liegt der Schnittpunkt auf der xz-Achse, und dies ist die Gerade durch die
Mittelpunkte der Kreise.

(3) Fall d > 0. Die Kreise schneiden sich in zwei Punkten der form (x, 4++/d). Insbeson-
dere sind die Schnittpunkte Spiegelbilder entlang der x-Achse. 0]

3.2. Tangenten zu Kreisen.

Definition. Es sei K ein Kreis und @) ein Punkt auf K. Eine Tangente zu K durch (@) ist
eine Gerade, welche durch @) verlduft, und welche K nur in dem Punkt () schneidet.

Satz 3.4. Es sei K = K(P,r) ein Kreis und es sei Q) ein Punkt auf K. Dann gilt:

(1) Es gibt genau eine Tangente zu K durch Q.
(2) Die Tangente zu K durch @ ist die Gerade durch Q, welche senkrecht auf der Gerade
g(P,Q) steht.
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Tangente zu K

ABBILDUNG 35.

 Gerade g(P, Q)

Tangente zu K

ABBILDUNG 36. [llustration von Satz 3.4.

Beweis (x). Diesen Satz werden wir ebenfalls mit einer expliziten Rechnung beweisen. Es
sei also K = K(P,r) ein Kreis von Radius r > 0 und es sei @) ein Punkt auf K. Mithilfe
einer Verschiebung kénnen wir P in den Ursprung verschieben und mithilfe einer Drehung
um den Ursprung kénnen wir dann noch den Punkt ) in den Punkt (7,0) verschieben. Es
geniigt also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei K = K((0,0),r) ein Kreis um den Ursprung. Zum Punkt @ = (r,0)
gibt es genau eine Tangente, namlich die Gerade g = {(r,vy) |y € R}.

Es ist klar, dass die Gerade g = {(r,y) |y € R} den Kreis K nur in @ = (r,0) schneidet,
d.h. g ist eine Tangente zu K. Zudem ist klar, dass diese Gerade die Gerade durch den
Ursprung und den Punkt @, d.h. die x-Achse, senkrecht schneidet.

Wir miissen nun also noch zeigen, dass ¢ die einzige Tangente zum Kreis K am Punkt
@ = (r,0) ist. Mit anderen Worten, wir miissen zeigen, dass jede andere Gerade durch
@ = (r,0) den Kreis K in einem zweiten Punkt schneidet.

Es sei nun h eine Gerade durch @ = (r,0), welche nicht vertikal ist. Wir miissen zeigen,
dass die Gerade h den Kreis K in einem zweiten Punkt schneidet. Wir kénnen h schreiben
als

h = {(r,0)+1t-(a,b)|t € R}

wobei der Richtungsvektor (a,b) € R? nicht vertikal ist, d.h. es ist a # 0. Wir bestimmen
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K = K((0,0),7) {(r,0) + t(a,b) |t € R}
—g9=Ary) |y eR} K = K((0,0),r

\/ Q=0 \>/ /- a-00)
NP, NV,

ABBILDUNG 37. Skizze zum Beweis von Satz 3.4.
nun die Schnittpunkte von h mit K: es gilt

denn (z,y) € K < |(z,y)|*> = r?

!
(r,0) +t(a,b) € K < |(r,0)+t(a,b)]* =1* <= |(r+ta,th)]* =r?
— (r+ta)? +t0* =1r* = r’4t%a®+2rta +tb* =1?
= tta®+2ra+th?*) =0 < tzOodert:a_ﬁ:;z
T

hier verwenden wir, dass a? + b% # 0

Wir sehen also, dass es fiir a # 0 zwei Punkte auf h gibt, welche auf K liegen. O

6An welcher Stelle haben wir eigentlich verwendet, dass 7 > 0?7 Oder war diese Voraussetzung gar
irrelevant?
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4. KONGRUENZSATZE FUR DREIECKE

In diesem Kapitel wollen wir die aus der Schule bekannten Kongruenzsatze fiir Dreiecke
formulieren, beweisen und anwenden.

4.1. Formulierung und Beweis der Kongruenzsatze fiir Dreiecke. In diesem Kapitel
studieren wir nun ausfithrlich Dreiecke.

Notation. Wir sagen drei Punkte A, B und C in der Ebene E sind kollinear, wenn diese
auf einer Gerade liegen. Es seien nun A, B und C' drei Punkte in der Ebene E, welche nicht
kollinear sind. Wir bezeichnen dann

Aape = AB U AC U BC

als das von A, B und C' aufgespannte Dreieck. Zudem schreiben wir, wie auf Seite 11:

|
<apc = Winkel im Dreieck A 4pc am Eckpunkt B := <(BA, B?)

AA\BC ¢ Vektor B?
B B <
A Vektor B—1>4

ABBILDUNG 38.

Wir wenden uns nun der Kongruenz von Dreiecken zu.

Definition. Zwei Dreiecke A apc und A 4o heilen kongruent, wenn es eine Bewegung ¢
gibt, so p(A) = A’, ¢(B) = B' und ¢(C) = C".
Bemerkung.
(1) Wenn zwei Dreiecke A 4pc und A 4pcr kongruent sind, dann folgt aus Lemma 2.12,
dass die entsprechenden Seitenldngen und Winkel gleich sind, d.h. es gilt

((AB) = ((AB), ¢BC) = (B'CY), ((AC) = (AT

sowie

<pac = <Iprarc, <aBc = <aprcry <acs = acrp-

Winkel am 1. Eckpunkt Winkel am 2. Eckpunkt Winkel am 3. Eckpunkt

(2) Esist wichtig in der Definition der Kongruenz von Dreiecken, dass die Ecken der Drei-
ecke A pe und A 4 per in der gleichen Reihenfolge ineinander tibergefiihrt werden.
Beispielsweise sind die Dreiecke /A spc und A 4/ in Abbildung 39 nicht kongruent,
weil gilt

Winkel am ersten Eckpunkt
von A ypc.

Winkel am ersten Eckpunkt

= <{prarcy < =
von Ay prer pac #F <Bac



ELEMENTARGEOMETRIE 29

Aber die Dreiecke A pc und Agrp a4 sind kongruent (man beachte hierbei die ge-
danderte Reihenfolge der Eckpunkte!) denn die Spiegelung an der Gerade, welche in
der Abbildung skizziert ist, fithrt die erste Ecke A in die erste Ecke C’, die zweite
Ecke B in die zweite Ecke B’, und die dritte Ecke C' in die dritte Ecke A’ iiber.

A spc und Apgpg sind nicht kongruent

P /\ o

R A R

’ ~_ "

Aypce und Apprg sind kongruent

ABBILDUNG 39.

Um zu zeigen, dass zwei gegebene Dreiecke kongruent sind verwendet man oft Kongru-
enzsidtze. Wir erinnern uns nun an folgende drei Kongruenzsétze aus der Schule:

Satz 4.1. (Kongruenzsitze SWS, WSW und SSS)
SWS: Wenn fiir zwei Dreiecke A apc und N argicr gilt

((AB) = ((A’B") und ((BC) = {(B'C") sowie <apc = <apcr,

dann sind die Dreiecke A\ pc und A qpicr kongruent.
WSW: Wenn fiir zwei Dreiecke A\ o und N apier gilt

((AB) = ((AB) und <cap=<cap Sowie <apc = <apicr

dann sind die Dreiecke A\ apc und A qpicr kongruent.
SSS: Wenn fiir zwei Dreiecke A apc und N agior gilt

((AB) = L(A’B) und ((AC) = ((A'C") sowie ((BC) = ({(B'C),

dann sind die Dreiecke /\ spc und A\ g kongruent.

Die Aussagen von WSW und SWS gelten auch fiir die anderen Seiten. Beispielsweise, wenn
die Seitenlingen von BC und B'C’ gleich sind und die anliegenden Winkel der Dreiecke
gleich sind, dann sind N pc und A apicr kongruent.

Diese drei Kongruenzsétze sind in Abbildungen 40 und 41 skizziert.

Beweis der Kongruenzsdtze.
Kongruenzsatz SWS. Es seien A gpc und A g1/ zwei Dreiecke mit

((AB) = ((AB) und ((BC) = ((B'C") sowie <apc = <apcr-
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104 B C’

B A & v B

Aé *C

b A/
Kongruenzsatz SWS A Kongruenzsatz WSW

ABBILDUNG 40.

B c’
A /\vo B’<

Al

Kongruenzsatz SSS
ABBILDUNG 41.

Es folgt aus der Voraussetzung ((AB) = ((A’B’) und aus Lemma 2.14, dass wir, eventuell
nach Anwendung einer Bewegung, schon annehmen koénnen, dass A= A" und B = B'.

Zudem folgt aus Lemma 1.12 zusammen mit Satz 2.7, dass nacgner eventuellen Spie-
gelung entlang der Gerade g(B, A) = g(B’, A’) folgt, dass BC = B'C". Nachdem ((BC) =
{(B'C") folgt aus Lemma 1.10, dass sogar schon C' = C’. Wir haben also gezeigt, dass die
Dreiecke A qpc und A 4rp¢r kongruent sind.

C'e
A/‘A
A/
B

B/

ABBILDUNG 42. Skizze zum Beweis von SWS.

Kongruenzsatz WSW. Es seien A spc und A grp¢or zwei Dreiecke mit

g(ﬁ) = g(A/B/) und <ICAB = <C/A’B/ sowie <IABC = <A’B’C/-

Nachdem wiederum ¢(AB) = ((A’B’) gilt kénnen wir, wie im Beweis von SWS, nach einer
etwaigen Bewegung annehmen, dass A = A" und B = B'.
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Wir betrachten zuerst den Fall, dass C' und C’ auf verschiedenen Seiten der Gerade
g = g(A,B) = g(A’, B') liegen. Nach Anwendung von Satz 2.7 (1) kénnen wir C’ in die
Halbebene von C' spiegeln. Wir kénnen nun also annehmen, dass C' und C” auf der gleichen
Seite der Gerade g liegen.

C o C

B B
A B" Spiegelung an der Gerade g(A, B) = g(A’, B') ergibt ﬁ B
A

Al A
C/

ABBILDUNG 43. Skizze zum Beweis von WSW.

Es folgt aus dieser Tatsache, aus der Voraussetzung, dass <cap = <{¢ra/p’ zusammen
mit Lemma 1.12, dass AC' = A'C’. Ganz analog zeigt man auch, dass BC' = B'C". Es folgt

= L

aus Satz 1.1, dass die beiden Strahlen 1@ = A'C" und B? = B'C" hochstens einen Punkt
gemeinsam haben. D.h. es muss schon gelten, dass C' = C’. Wir haben damit also gezeigt,
dass die Dreiecke A qpc und A 4/ kongruent sind.

Kongruenzsatz SSS. Es seien A 4pc und A 4 grer zwei Dreiecke mit

((AB) = ((A’B") und ((AC) = ((A'C") sowie ((BC) = ((B'C").

Wie im Beweis von SWS konnen wir aus der Voraussetzung ((AB) = ((A’B’) folgern,
dass nach einer Bewegung gilt, dass A = A" und B = B’. Wir machen folgende zwei
Beobachtungen:

(1) Es folgt aus ((AC) = ((A'C"), dass sowohl C' als auch C” auf dem Kreis um A = A’
mit Radius r := ((AC) = ((A’C") liegen.
(2) Es folgt aus ¢(BC) = {(B'C"), dass sowohl C' als auch C” auf dem Kreis um B = B’
mit Radius s := ¢(BC) = {(B'C") liegen.
Zusammengefasst sehen wir also, dass C' und C’ Schnittpunkte von den zwei Kreisen
K(A,r) und K(B,s) sind. Es folgt aus Satz 3.3, dass entweder C' = C’ oder, dass wir
C' entlang der Gerade g = g(A, B) = g(A’, B') auf C’ spiegeln konnen. In beiden Féllen
haben wir gezeigt, dass die Dreiecke A pc und A 4 g/ kongruent sind.

O

4.2. Gleichwinklige und gleichschenklige Dreiecke. Nach dem langen Beweis der
Kongruenzsatze wollen wir jetzt einige Schlufolgerungen aus diesen ziehen. Wir erinnern
an folgende Definition aus der Schule.

Definition.
(1) Ein Dreieck heifit gleichschenklig, wenn es zwei Seiten gibt, welche die gleiche Léange
besitzen.
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Kreis um B = B’ mit Radius ¢(BC) = ((B'C")

Kreis um A = A’ mit Radius ((AC) = ((A'C")

ABBILDUNG 44. Skizze zum Beweis von SSS.

(2) Ein Dreieck heifit gleichwinklig, wenn es zwei Innenwinkel gibt, welche gleich grof3
sind.
(3) Ein Dreieck heifit gleichseitig, wenn all drei Seiten die gleiche Lange besitzen.

Satz 4.2. Ein Dreieck ist gleichschenklig, genau dann, wenn es gleichwinklig ist. Genauer
gesagt, es sei N\ apc ein Dreieck. Dann gilt

E(TC) = 6(370) < <dpac = <aBc-

Diese Aussage wird auch in Abbildung 45 skizziert.

B C B C

A A

gleichschenkliges Dreieck gleichwinkliges Dreieck

ABBILDUNG 45. Skizze zu Satz 4.2.

Beweis. Es sei A pc ein Dreieck mit ((AC) = ((BC). Wir wollen zeigen, dass dann auch
gilt <pac = <apc. Wir bezeichnen mit P den Mittelpunkt der Strecke AB. (Siehe dazu
Abbildung 46.) Wir betrachten die Dreiecke A 4pc und Agpe. Es gilt:

(1) ¢(AP) = {(BP), weil P der Mittelpunkt der Strecke AB ist,

(2) ¢(PC) = ((PC). und

(3) L(AC) =¢(BC).
Es folgt also aus dem Kongruenzsatz SSS, dass die Dreiecke A pc und Agpe kongruent
sind. Dann stimmen aber auch die Innenwinkel der beiden Dreiecke am ersten Eckpunkt
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iiber ein, d.h. es gilt <pac = <ppc. Es ist

pac = 4(1@, 1@) = <X(/ﬁ,/@) = <BAc
/]\
denn 1@ = 1@ , da P und B auf der gleichen Gerade liegen

und ganz analog gilt auch, dass <ppc = <pac. Also haben wir jetzt auch gezeigt, dass
<pac = <4Bc-

B C B .
Mittelpunkt von AB ——
p-~

A A

gleichschenkliges Dreieck

ABBILDUNG 46. Skizze zum Beweis von Satz 4.2.

Die umgekehrte Aussage, dass aus <gac = <apc folgt, dass ((AC) = ¢(BC) wird in Ubung
6 bewiesen. O

Bemerkung. Es sei Aapc ein Dreieck mit £(AC) = ¢(BC). Wir wollen nun einen alterna-
tiven Beweis dafiir geben, dass dann auch gilt <gac = <<apc. Dieser alternative Beweis
ist insofern einfacher als der vorherige Beweis, als wir keinen neuen Punkt P einfithren
miissen. Wir betrachten die Dreiecke A 4o sowie Apca. (Man beachte die Reihenfolge der
Eckpunkte!) Dann gilt

Innenwinkel am 2. Eckpunkt von A o = <acn
= dpca = Innenwinkel am 2. Eckpunkt von A 4¢p.

/I\

siche Satz 1.11 (3)
Zudem gilt

Abstand zwischen 1. und 2. Eckpunkt

des Dreiecks A acp = ((AC)

Abstand zwischen 1. und 2. Eckpunkt

=((BC) = des Dreiecks Apca.

/]\

nach Voraussetzung
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und

Abstand zwischen 2. und 3. Eckpunkt (CB)
des Dreiecks A cp o
—— Abstand zwischen 2. und 3. Eckpunkt

?K(C ) = des Dreiecks Apca.

nach Voraussetzung

Es folgt also aus dem Kongruenzsatz SSS, dass die Dreiecke A cp sowie Apgca kongru-
ent sind. Insbesondere stimmen auch die Winkel am ersten Eckpunkt tiberein, d.h. es ist

<pac = <4Bc-
Wir beschlieflen das Teilkapitel mit folgendem Korollar.
Korollar 4.3. Alle Innenwinkel in einem gleichseitigen Dreieck sind gleich grofs.

Beweis. Es sei Ape ein gleichseitiges Dreieck. Wie in Abbildung 47 skizziert bezeichnen
wir die Innenwinkel mit «, # und . Dann gilt

folgt aus Satz 4.2, da ¢(AC) = ¢(BC)

l
a = =
T

folgt aus Satz 4.2, da {(AB) = ((AC) 0

A

B

ABBILDUNG 47.

4.3. Die Konstruktion von Mittelsenkrechten mit Zirkel und Lineal. Das folgende
Lemma gibt uns insbesondere die Definition der Mittelsenkrechten.

Lemma 4.4. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Gerade durch den Mittelpunkt von AB, welche senkrecht auf AB steht.
Wir nennen diese Gerade die Mittelsenkrechte zu AB.

Beweis. Es folgt aus Satz 2.6, dass es genau eine Gerade gibt, welche senkrecht auf der
Strecke AB steht, und welche durch den Mittelpunkt der Strecke verlduft. 0

Wir erinnern an folgende Konstruktion der Mittelsenkrechten einer Strecke AB mithilfe
von Zirkel und Lineal:
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~__— Mittelsenkrechte

rechter Winkel

Mittelpunkt von AB ——

ABBILDUNG 48.

Konstruktion 4.5. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte.
(1) Wir wéhlen einen Radius r mit r > 1((AB),
(2) wir bezeichnen mit S und T die Schnittpunkte der Kreise K(A,r) und K(B,r),
(3) der Schnittpunkt P der Gerade g(S,T) mit der Gerade g(A, B) ist dann der Mit-
telpunkt der Strecke AB und die Gerade g(S,T) ist die Mittelsenkrechte der Strecke
AB.

Die Konstruktion wird in Abbildung 49 skizziert.

g(S,T) ist die Mittelsenkrechte der Strecke AB

ABBILDUNG 49. Konstruktion der Mittelsenkrechte der Strecke AB.

Bei dieser Konstruktion stellen sich jedoch folgende zwei Fragen:
(1) Warum schneiden sich die beiden Kreise K (A, r) und K (B, ) in zwei verschiedenen
Punkten?

(2) Warum fiihrt die Konstruktion zum richtigen Ergebnis, d.h. warum ist die Gerade
g(S,T) in der Tat die Mittelsenkrechte der Strecke AB?

Wir beantworten die beiden Fragen in den folgenden beiden Lemmas. Die erste Frage
wird durch folgendes Lemma beantwortet.

Lemma 4.6. Es sez'eniund B zwei verschiedene Punkte in der Ebene E und es sei r ein
Radius. Wenn r > 10(AB), dann schneiden sich die Kreise K(A,r) und K(B,r) in zwei
verschiedenen Punkten.
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Das Lemma folgt aus einer relativ leichten Rechnung, welche wir hier nicht durchfiih-
ren wollen. Wir werden die Aussage des Lemmas in Ubungsblatt 6 noch etwas genauer
besprechen.

Wir wenden uns nun der Frage zu, warum die obige Konstruktion in der Tat die Mittel-
senkrechte der Strecke AB liefert.

Lemma 4.7. Die Gerade g(S,T) in der obigen Konstruktion ist in der Tat die Mittelsenk-
rechte der Strecke AB.

Beweis. Wir betrachten die Punkte, welche in Abbildung 50 links gezeigt sind. Im Moment
wissen wir Folgendes:
(1) Nachdem S und T auf dem Kreis von Radius r um A liegen gilt £(AS) = ((AT) = r.
(2) Nachdem S und T auf dem Kreis von Radius 7 um B liegen gilt ¢(BS) = ¢{(BT) =r.
(3) Der Punkt P liegt sowohl auf der Strecke AB als auch auf der Strecke ST.

Die Lage ist in Abbildung 50 links skizziert. Das Dreiecke A 455 ist gleichschenklig. Es folgt
also aus Satz 4.2, dass <gas = <aps. Die Lage ist jetzt in Abbildung 50 rechts skizziert.

das Dreieck A ssp ist gleichschenklig, also auch gleichwinklig

ABBILDUNG 50. Skizze zum Beweis von Lemma 4.7.

Wir betrachten jetzt die beiden “grofien” Dreiecke Arus und Arpg. Es gilt aus dem
Kongruenzsatz SSS, dass die Dreiecke A g und Arpg kongruent sind. Insbesondere folgt
nun, dass <{rga = <rsp. Die Lage ist jetzt in Abbildung 51 skizziert.

gleicher Winkel

S

T

ABBILDUNG 51. Zweite Skizze zum Beweis von Lemma 4.7.
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Wir betrachten als letztes die beiden Dreiecke A 4g5p und Apggp. Fiir die beiden Dreiecke
gilt

Ipas = Ipas = <daps = 4pps, <psa = <Irsa = <rsp = <Irpsp und ((AS) =r = ((BS).
) )

siehe ganz oben siehe oben

Die beiden Dreiecke sind also kongruent nach dem Kongruenzsatz WSW. Wir ziehen daraus
folgende Schliif3 e:

(1) Aus der Kongruenz der Dreiecke Aasp und Apggp folgt, dass ((AP) = {(BP). Ins-
besondere ist P in der Tat der Mittelpunkt der Strecke AB.
(2) Aus der Kongruenz der Dreiecke A 5p und Apgp folgt auch, dass <aps = <pps-
Nachdem sich beide Winkel zu 7 aufsummieren, muss jeder der beiden Winkel schon
5 betragen. Wir sehen also, dass die Gerade durch S und T' senkrecht auf der Gerade
g(A, B) steht.
Zusammengefasst zeigen (1) und (2), dass ¢(S,T) die Mittelsenkrechte der Strecke AB
ist. 0

4.4. Weitere Konstruktionen: die Winkelhalbierende.

Konstruktion 4.8. (Konstruktion der Winkelhalbierenden) FEs seien S und T zwei
Strahlen, welche von einem Punkt P ausgehen.

(1) Wir wihlen ein r > 0 und wir bezeichnen mit A und B die Punkte auf den Strahlen
S und T mit ¢((PA) =r und {(PB) =r.
(2) Wir bezeichnen mit @ den zweiten Schnittpunkt der Kreise K(A,r) und K(B,r).

(3) Dann ist der Strahl @ die Winkelhalbierende des Winkels, welcher durch die Strah-
len S und T bestimmt ist, d.h. es ist

4(8,PQ) = «(T, PG) = 1a(8,T).

S

T

ABBILDUNG 52. Konstruktion der Winkelhalbierenden.

Beweis der Richtigkeit der Konstruktion. Wir betrachten die Dreiecke Apag und Appg,
welche auch in Abbildung 53 skizziert sind. Es ist

((PA) = r = {(PB), ((AQ) = r = {(BQ) sowie offensichtlich /(PQ) = ((PQ).



38 STEFAN FRIEDL

Es folgt also aus dem Kongruenzsatz SSS, dass die beiden Dreiecke Apsg und Appgg
kongruent sind. Insbesondere ist <gpa = <gpp. Aber nachdem sich diese beiden Winkel
zum Winkel <(S,T) aufaddieren, gilt

<I(S, Fﬁ) = <upg = %Q(S, T).

Wir haben damit also die gewiinschte Aussage bewiesen. U

K(A,r)
S

A o A
: Q Q
. P . p g
B B
)

K(B,r

ABBILDUNG 53.

In dem wir die Konstruktion 4.8 zweimal hintereinander an anwenden, kénnen wir natiir-
lich jeden gegebenen Winkel vierteln. Aber wie schaut es mit dritteln aus? Folgende Frage
hat auch schon die griechischen Mathematiker beschéftigt.

Frage. Gibt es auch eine Maglichkeit mit Zirkel jeden Winkel zu dritteln?
Wir wollen diese Frage spater beantworten.

4.5. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks. Das nachste Lemma gibt eine alternative
Beschreibung von Mittelsenkrechten.

Lemma 4.9. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene E. Die Mittelsenk-
rechte zu AB ist die Menge aller Punkte, die zu A und B den gleichen Abstand besitzen,
d.h. es ist

Mittelsenkrechte zu AB = {Q € E|((AQ) = ((BQ)}.

Beweis. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene E. Wir bezeichnen mit
P den Mittelpunkt der Strecke AB. Wir miissen zeigen, dass

Mittelsenkrechte zu AB = {Q € E|{(AQ) = ¢(BQ)}.

=X =Y

Ganz allgemein gilt, wenn wir zeigen wollen, dass zwei Mengen X und Y gleich sind, dann
geniigt es zu zeigen, dass jeder Punkt @) € X auch in Y liegt, und dass jeder Punkt Q) € Y
auch in X liegt. Wir fithren nun dieses Verfahren in unserem Fall durch.
(1) Es sei Q ein Punkt auf der Mittelsenkrechte zu AB. Wir miissen zeigen, dass @ in
Y liegt, d.h. wir miissen zeigen, dass ((AQ) = {(BQ). Wir betrachten die Dreiecke
Agpp und Agpa. Wir machen folgende Beobachtungen:
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(a) Nachdem die Gerade g(P, Q) senkrecht auf der Strecke AB steht folgt, dass
<@prB = 4QPA; - o -
(b) nachdem P der Mittelpunkt der Strecke AB ist folgt, dass ((PA) = ({(PB),
(c) die Strecke PQ liegt auf beiden Dreiecken.
Es folgt also aus dem Kongruenzsatz SWS, dass die Dreiecke Agpp und Agpa
kongruent sind. Insbesondere gilt dann, dass ¢(AQ) = ¢(BQ).

/_ P ist Mittelpunkt von AB \
—— Q

A
Definition der Mittelsenkrechte

ABBILDUNG b4. Skizze zum Beweis von Lemma 4.9.

(2) Wir miissen nun noch zeigen, dass jeder Punkt Q mit ((AQ) = ¢(BQ) auf der
Mittelsenkrechte liegt. Wir werden dies Ubungsblatt 7 beweisen. U

Sy

B P ist Mittelpunkt von AB

T

\ Q \ Q
A \ A \

(?(@F ((BQ) z:‘(m)\: ((BQ)

ABBILDUNG 55. Skizze zum Beweis von Lemma 4.9.

Folgender Satz ist wohl noch aus der Schule bekannt.

Satz 4.10. Die drei Mittelsenkrechten eines beliebigen Dreiecks schneiden sich in genau
einem Punkt.

Beweis. Es sei also A 4pc ein beliebiges Dreieck. Wir bezeichnen mit d die Mittelsenkrechte
der Strecke BC und wir bezeichnen mit e die Mittelsenkrechte der Strecke AC. Diese
Geraden sind nicht parallel, sie schneiden sich also in genau einem Punkt P. Wir miissen nun
noch zeigen, dass die Mittelsenkrechte zu AB ebenfalls durch P verlauft. Nach Lemma 4.9
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gentigt es zu zeigen, dass ((AP) = ((BP). Es gilt nun in der Tat, dass

((BP) = ((CP) = ((AP).

T
Lemma 4.9 angewandt auf die Mittelsenkrechten d und e [l
C
d
€
- P
B
A

ABBILDUNG 56. Skizze fur den Beweis von Satz 4.10.

Satz 4.11. Es seien A, B und C drei nicht kollineare Punkte. Dann gibt es genau einen
Kreis, welcher durch A, B und C' verlduft.

Der Kreis aus Satz 4.11 wird auch der Umkreis des Dreiecks /\ y4pc genannt.

U B
C C
h
Konstruktion des Mittelpunkts des Umkreises

B

ABBILDUNG 57. Der Umkreis eines Dreiecks.

Beweis. Es seien A, B und C drei nicht kollineare Punkte. Wir betrachten das Dreieck
A spco. Wir bezeichen die drei Mittelsenkrechten zu den Strecken BC, AC und AB mit g, h
und ¢. Wir hatten gerade in Satz 4.10 gezeigt, dass sich die drei Mittelsenkrechten in genau
einem Punkt P schneiden. Es gilt nun, dass

Lemma 4.9 angewandt auf die Mittelsenkrechte h zu BC

!
((AP) = ¢BP) = (CP).
/I\

Lemma 4.9 angewandt auf die Mittelsenkrechte h zu AB

Wir haben damit gezeigt, dass die Punkte A, B, C' den gleichen Abstand zu P besitzen,
d.h. P ist der Mittelpunkt eines Kreises durch A, B und C. 0
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4.6. Weitere Konstruktionen: Das Lot. Zum Abschlufl des Kapitels erinnern wir noch
mal an folgenden Satz.

Satz 2.6. Es sei g eine Gerade in der Fbene E und es sei P ein beliebiger weiterer Punkt.
Dann gibt es genau eine Gerade h, welche senkrecht auf g steht und welche durch P ver-
lauft. Wir bezeichnen diese Gerade als das Lot beziiglich P auf g und wir bezeichnen den
Schnittpunkt von h mit g als den Lotfulpunkt.

B - g
. LotfuBpunkt
P
—h
h ist das von P auf g errichtete Lot h ist das von P auf g gefillte Lot

ABBILDUNG 58.

In der Sprechweise unterscheiden wir dabei zwei Falle:

(1) wenn der Punkt P auf der Gerade g liegt, dann sagt man, man errichtet das Lot im
Punkt P zur Gerade g,

(2) wenn der Punkt P nicht auf der Gerade g liegt, dann sagt man, man fallt das Lot
von dem Punkt P auf die Gerade g.

Wir wollen nun in beiden Fallen mit Zirkel und Lineal das Lot konstruieren. Die erste
Konstruktion wird in Abbildung 59 skizziert.

Konstruktion 4.12. (Errichten des Lots) Es sei also g eine Gerade und P ein Punkt,
welcher auf der Gerade liegt.

(1) wir wihlen ein v > 0 und bezeichnen mit S und T die Schnittpunkte des Kreises
K(P,r) mit der Gerade g,

(2) wir wdhlen ein s > r und bezeichnen mit A und B die Schnittpunkte der Kreise
K(S,s) und K(T,s),”

(3) dann ist die Gerade g(A, B) das Lot von g im Punkt P.

Wir miissen noch begriinden, warum die letzte Aussage wahr ist. Wir miissen hierbei

zwei Aussagen beweisen:

(1) die Gerade g(A, B) verlduft durch P, und
(2) die Gerade g(A, B) steht senkrecht auf der Gerade g.

Wir beweisen diese Aussagen wie folgt. In Konstruktion 4.5 hatten wir gesehen, dass die
Gerade g(A, B) gerade die Mittelsenkrechte zu ST ist. Insbesondere verlauft die Gerade

"Es folgt aus Lemma 4.6 und s > r, dass es in der Tat zwei Schnittpunkte gibt.
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g(S,T) durch den Mittelpunkt der Strecke ST, namlich P. Zudem steht die Gerade g(A, B)
senkrecht auf der Gerade g = ¢g(S,T).

K(S,s)
Gerade g¢ K(pr) A

B K(T,s)

ABBILDUNG 59. Errichten des Lots.

Wir wenden uns nun der zweiten Konstruktion zu, diese wird in Abbildung 60 skizziert.

Konstruktion 4.13. (Fillen des Lots) Es sei also g eine Gerade und P ein Punkt,
welcher nicht auf der Gerade liegt.
(1) wir wdhlen einen Radius r > 0, welcher so grof$ ist, dass der Kreis K(P,r) die
Gerade g in zwei verschiedenen Punkten S und T schneidet,
(2) wir bezeichnen mit Q den zweiten Schnittpunkt der Kreise K(S,r) und K(T,r),®
(3) dann ist die Gerade g(P,Q) das von P auf die Gerade g gefillte Lot.

Auch hier miissen wir noch begrinden, warum die letzte Aussage wahr ist. Dies folgt
wiederum aus der Beobachtung, dass wir in Konstruktion 4.5 gesehen hatten, dass die
Gerade g(P, Q) gerade die Mittelsenkrechte zu ST ist, insbesondere steht die Gerade g(P, Q)
senkrecht auf der Gerade g = ¢(S5,T).

P o Gerade g P .
r
/ T
K(P
<K (P.r)

ABBILDUNG 60. Fallen des Lots.

8Es folgt aus Satz 3.3 und der Tatsache, dass P nicht auf g liegt, dass es in der Tat einen zweiten
Schnittpunkt gibt.
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5. PARALLELEN UND WINKELSUMME VON DREIECKEN

5.1. Parallele Geraden. Wir erinnern an folgenden Satz.

Satz 1.4. Zu jeder Gerade g und jedem Punkt P gibt es genau eine Gerade durch P, welche
parallel zu g verlduft.

Mit unseren bisherigen Konstruktionen ist es nun leicht, die Parallele zu einer Gerade g
durch einen Punkt P mit Zirkel und Lineal zu bestimmen.

Konstruktion 5.1. FEs sei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf der Gerade
liegt.
(1) Mithilfe von Konstruktion 4.13 fillen wir das Lot von P auf g. Wir bezeichnen dieses
Lot mit h.
(2) Mithilfe von Konstruktion 4.12 errichten wir nun das Lot durch P zu h. Wir be-
zeichnen dieses Lot mit k.
(3) Das Lot k steht senkrecht auf der Gerade g, welche wiederum senkrecht auf der
urspringlichen Gerade g steht. Es folgt nun aus Satz 2.5, dass k und g parallel sind.

Lot k durch P zu h
Lot A durch P zu g

Po P

ABBILDUNG 61. Die Konstruktion der Parallelen durch einen Punkt P.

Stufenwinkel
sind gleich grof3

In Ubungsblatt 8 werden wir uns auf die Suche nach einer effizienteren Konstruktions-
methode machen.

5.2. Parallelogramme.

Definition.

(1) Wir sagen eine Teilmenge X in E ist konvez, wenn fiir alle Punkte A, B € X gilt,
dass die Verbindungsstrecke AB ebenfalls in X enthalten ist.

(2) Ein Parallelogramm ist ein konvexes Viereck, bei dem gegeniiberliegende Seiten par-
allel sind.

Satz 5.2. In jedem Parallelogramm sind die gegeniiber liegenden Seiten gleich lang.
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nicht konvex nicht konvexes Viereck konvexes Viereck Parallelogramm

ABBILDUNG 62.

Beweis. Es sei also ein Parallelogramm mit Eckpunkten A, B, C' und D gegeben. Wir wollen
zeigen, dass ((AB) = ((CD), und dass ¢(BC) = {(AD). Wir betrachten dazu die Dreiecke
AABC und ACDA- Es gﬂt:
(1) aus Satz 2.4, angewandt auf die parallelen Geraden g(A, B) und ¢(C, D), folgt die
Gleichheit der Wechselwinkel <cap = <ucp,
(2) aus Satz 2.4, angewandt auf die parallelen Geraden g(A, D) und g(B, C), folgt die
Gleichheit der Wechselwinkel <tgca = <<pac,
(3) offensichtlich ist £(AC) = ¢(C'A).
Es folgt also aus dem Kongruenzsatz WSW, dass die Dreiecke A 4pc und Acpa kongruent

sind. Insbesondere gilt, dass ¢/(AB) = ¢(C'D) und ¢(BC) = ((AD). O
Wechselwinkel Wechselwinkel
o :
D
B
A
ABBILDUNG 63. Skizze zum Beweis von Satz 5.2.
Bemerkung.

(1) Es ist vielleicht etwas verwunderlich, warum in der Definition von einem Parallelo-
gramm gefordert wird, dass das Viereck konvex ist. (Die Definition ist wortwortlich
von Wikipedia iibernommen.) Wenn man genau hinschaut, hatten wir die Konvexi-
tdt im Beweis von Satz 4.7 verwendet, denn wir hatten verwendet, dass die Diagonale
AC im Inneren des Parallelogramms verlauft, aber diese Aussage verwendet eben,
dass Parallelogramme konvex sind.

(2) Wir werden in Ubungsblatt 8 folgende Fragen diskutieren:

(a) Wenn X ein Viereck ist, bei dem die gegentiberliegenden Seiten parallel sind,
folgt daraus schon, dass das Viereck auch konvex ist?
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(b) Wir werden der Frage nachgehen, ob die Umkehrung von Satz 5.2 gilt, d.h. wenn
in einem Viereck die gegeniiber liegenden Seiten gleich lang sind, folgt daraus
schon, dass das Viereck ein Parallelogramm ist?

5.3. Die Hohen eines Dreiecks.

Definition. In einem Dreieck bezeichnen wir fiir einen Eckpunkt P die Strecke von P zum
LotfuBBpunkt auf die Gerade durch die anderen beiden Eckpunkte als Héhe des Dreiecks
beziiglich P.

Beispiel. Wie man in Abbildung 64 sieht, muss die Hohe nicht notwendigerweise in dem
Dreieck selber verlaufen.

ABBILDUNG 64.

Satz 5.3. In jedem beliebigen Dreieck schneiden sich die drei Hohen in genau einem Punkt.

B
die drei Hohen des Dreiecks
A schneiden sich in einem Punkt

C

ABBILDUNG 65.

Beweis. Es sei als A gpc ein Dreieck. Wir fiithren folgende Geraden ein:

(1) es sei f die Gerade durch A, welche parallel zur Gerade ¢g(B, C) verlauft,
(2) es sei g die Gerade durch B, welche parallel zur Gerade g(A, C) verlauft,
(3) es sei h die Gerade durch C, welche parallel zur Gerade g(A, B) verlauft.

Wie in Abbildung 66 in der Mitte skizziert erhalten wir aus diesen drei Geraden ein neues
Dreieck Apgr. Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Nachdem die Geraden g(A,C) und g(R, P) parallel sind, bilden die vier Punkte A,
C, P, B ein Parallelogramm, also gilt nach Satz 5.2, dass ((AC) = ((BP). Ganz
analog zeigt man, dass ((AC) = ¢(RB). Wir sehen also, dass B der Mittelpunkt der
Strecke PR ist. Das Argument ist in Abbildung 66 rechts skizziert.
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ABBILDUNG 66.

(2) Das gleiche Argument wie in (1) zeigt, dass A der Mittelpunkt der Strecke QR ist,
und dass C' der Mittelpunkt der Strecke P(Q ist.

Wir wenden uns nun der Abbildung 66 links zu.

(3) Wir betrachten die Hohe am Eckpunkt B. Per Definition steht diese senkrecht auf
der Gerade g(A,C). Aber nachdem die Gerade g(A, C) parallel zur Gerade g(R, P)
ist folgt aus Satz 2.4, dass die Hohe auch senkrecht auf der Gerade g(R, P) steht.

(4) Wir haben nun also in (1) und (3) gesehen, dass die Héhe durch B durch den
Mittelpunkt der Strecke RP verlduft, und dass diese senkrecht auf der Strecke RP
verlauft. Mit anderen Worten, die Hohe am Eckpunkt P ist die Mittelsenkrechte der
Strecke RP.

(5) Das Argument von (4) zeigt natiirlich, dass auch die anderen Hohen des Dreiecks
A spc gerade die entsprechenden Mittelsenkrechten des Dreiecks Apgpr sind.

(6) Es folgt aus Satz 4.10, dass sich die drei Mittelsenkrechten des Dreiecks Apgg in
einem Punkt schneiden. Aus (5) folgt nun die gewiinschte Aussage, dass sich die drei
Hohen des Dreiecks A 4g¢ in genau einem Punkt schneiden. OJ

R

Hohe zum Eckpunkt B

ABBILDUNG 67.
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5.4. Die Winkelsumme eines Dreiecks.
Satz 5.4. In jedem Dreieck betrigt die Summe der Innenwinkel 7.

Beweis. Es sei also A\ 4g¢ ein Dreieck. Wir bezeichnen die Innenwinkel mit «;, 5 und . Wir
bezeichnen mit g = g(A, B) die Gerade durch A und B. Nach Satz 1.4 existiert genau eine

Gerade h, welche parallel zu g ist, und welche durch C verlauft.
Es folgt aus Satz 2.4, dass die Stufenwinkel, welche in Abbildung 68 skizziert sind, gleich
sind. Diese drei Winkel am Punkt C' summieren sich zu 7 auf, also gilt, dass a4+ 8+~ = 7.
O

ABBILDUNG 68. Skizze zum Beweis von Satz 5.4.

Satz 5.5. In jedem n-Eck betrigt die Summe der Innenwinkel (n —2) - .

Beweis. Wir beweisen den Satz erst fiir einige Spezialfalle um die Idee fiir den allgemeinen
Beweis zu finden.

Den Fall n = 3 haben wir gerade in Satz 5.4 bewiesen.

Wir betrachten nun den Fall n = 4. Wir betrachten dazu das Viereck, welches in Ab-
bildung 69 links skizziert ist. In diesem Fall ziehen wir die Diagonale von A und C' und

D D
A A
B B

ABBILDUNG 69. Winkelsumme von einem konvexen Viereck.

unterteilen das Viereck in zwei Dreiecke, also gilt, dass:

Winkelsumme des Vierecks ABCD = Winkelsumme des Dreiecks A pe
+ Winkelsumme des Dreiecks Acpa
= T4+7 = 2.
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Das Argument klingt natiirlich ganz iiberzeugend, aber in der Skizze haben wir implizit
angenommen, dass das Viereck konvex ist.

Dies ist aber im Allgemeinen nicht der Fall. Wir betrachten also noch den Fall, dass das
Viereck nicht konvex ist. Dieser Fall ist in Abbildung 70 links skizziert. In diesem Fall haben
wir aber auch kein Problem, wir konnen das Viereck weiterhin in zwei Dreiecke unterteilen,
siehe die Abbildung 70 rechts.

C C
B B
D D
A A

ABBILDUNG 70. Winkelsumme von einem nicht-konvexen Viereck.

Jetzt betrachten wir den Fall n = 5. Wenn das Fiinfeck konvex ist, dann kénnen wir, wie
in Abbildung 71 skizziert, dass Fiinfeck in drei Dreiecke zerlegen. Wir erhalten dann, dass

Winkelsumme des Fiinfecks= Summe der Winkelsummen der 3 Dreiecke = 3 - 7.

C C
B B
D D
A A
FE F
ABBILDUNG 71. Winkelsumme von einem konvexen Funfeck.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Beweis des Satzes zu. Wir beweisen diesen durch
Induktion nach der Anzahl der Ecken.

Induktionsanfang. n = 3, dieser Fall wurde schon in Satz 5.4 behandelt.

Induktionsschritt. Wir nehmen an, dass wir die Aussage schon fir alle m-Ecke mit m < n
Ecken wissen. Wir miissen zeigen, dass wir die Aussage auch fiir ein beliebiges n-Eck gilt.

Wir betrachten nun noch den Fall eines beliebigen n-Ecks. Dieser Fall wird in Abbil-
dung 72 skizziert. In diesem Fall konnen wir immer eine Strecke zwischen zwei Eckpunkten
finden P und @, welche ganz im n-Eck verlauft®. Diese Strecke unterteilt das n-Eck in zwei

9Wenn man ganz sauber argumentieren will, dann muss man begriinden, warum es denn eigentlich
immer eine solche Strecke gibt, aber wir unterlassen dies hier. Ein Beweis dieser Aussage wird z.B. in [Fr2]
gegeben.
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Vielecke mit k£ und | Ecken unterteilt, wobei k 4+ [ = n + 2. (Dies sieht man daran, dass die
Eckpunkte P und @ nun zweimal mitgezéhlt werden.) Also gilt, dass

Winkelsumme des n-Ecks =  Winkelsumme des k-Ecks
= +Winkelsumme des [-Ecks

= (k=2)-7+(-2)-7 = (n—2)-m.
T T
Induktionsvoraussetzung dak+l=n+2
Wir haben damit den Induktionsschritt vollzogen. ([l
6-Eck zwei 4-Ecke

ABBILDUNG 72. Induktionssschritt im Beweis von Satz 5.5.

Satz 5.6. (Satz von Thales) Es seien A und B zwei verschiedene Punkte. Es sei P
der Mitlelpunkt der Strecke AB und es sei K der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius
r:= 0(AB). Fiir jeden Punkt C auf dem Kreis K mit C # A und C # B gilt, dass

)

m
<acB = 3-

ABBILDUNG 73. Illustration des Satzes von Thales.

Beweis. Nachdem die Eckpunkte B und C' auf dem Kreis durch P mit Radius r liegen
folgt, dass ¢(PC) = r = {(PB). Das Dreieck PC B ist gleichschenklig, es folgt aus Satz 4.2,
dass es auch gleichwinklig ist, genauer gesagt es gilt, dass <pop = <cpp. Wir bezeichnen
diesen Winkel mit .

Ganz analog zeigen wir auch, dass <pcq = <cap. Wir bezeichnen diesen Winkel mit «.
Nach Satz 5.4 betragt die Winkelsumme im Dreieck gerade 7, d.h. es ist

a+(a+B)+p = <pac+ <acs +<cpa = T.
Es folgt also, dass a4+ 3 = % O
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K— .
A 4‘&
r B

ABBILDUNG 74. Erster Beweis des Satzes von Thales.

Wir fithren nun den Begriff der Sehne ein.

Definition. Eine Sehne in einem Kreis K ist eine Strecke AB, wobei A und B auf dem
Kreis K liegen.

Kreis K —
-

— —— Sehne des Kreises K

ABBILDUNG 75.

Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Thales.

Satz 5.7. (Peripheriewinkelsatz) Es seien A und B zwei verschiedene Punkte, welche
auf einem Kreis K = K(P,r) liegen. Fir jeden Punkt Q auf dem Kreis K, welcher auf der
gleichen Seite wie P beziglich g(A, B) liegt, gilt

1
<agB = 5<aPB-
Insbesondere ist der “Peripheriewinkel” <agp unabhdngig von der Wahl von Q).

Bemerkung. Der Peripheriewinkelsatz wird manchmal auch als Umfangswinkelsatz bezeich-
net.

Beweis. Wir betrachten die Dreiecke, welche in Abbildung 77 skizziert sind. Wir machen
folgende Beobachtungen:

(1) Nachdem B und Q auf dem Kreis um P liegen, gilt ¢(BP) = ((QP), also ist das
Dreieck Apgp gleichschenklig. Es folgt nun aus Satz 4.2, dass das Dreieck auch
gleichwinklig ist, d.h. die beiden Winkel v, welche in Abbildung 77 eingezeichnet
sind, sind gleich grof.

(2) Genau das gleiche Argument wie in (1) zeigt, dass die beiden Winkel v, welche in
Abbildung 77 eingezeichnet sind, sind gleich grof.
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ABBILDUNG 77. Illustration zum Beweis des Peripheriewinkelsatzes.

Wir berechnen nun, dass

2-<dagp = 2(p+v) = (7T —<qpa) + (T — <qr) = 27 — (dqra + <grB) = ¢
/I\

nach Satz 5.4 angewandt auf Agap und Agpp

Es scheint so, als wiaren wir mit dem Beweis fertig. Wenn man sich die Skizze in Abbil-
dung 77 anschaut, merkt man allerdings, dass in der Skizze der Mittelpunkt im Inneren des
Dreiecks A spg enthalten ist, und wir hatten diese Tatsache auch im Beweis verwendet.'?
Dies muss allerdings nicht notwendigerweise der Fall sein, siehe beispielsweise Abbildung 78.
Wir werden diesen zweiten Fall in Ubung 9 behandeln. U

ABBILDUNG 78. Zweite Illustration zum Beweis des Peripheriewinkelsatzes.

10An welcher Stelle hatten wir dies implizit verwendet?
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5.5. Regulare n-Ecke.

Definition. Ein requldires n-Eck ist ein n-Eck, so dass alle Seiten gleich lang sind und so
dass alle Innenwinkel gleich grof sind.

reguldres Fuinfeck regulares Sechseck regulédres Siebeneck
ABBILDUNG 79. Regulare n-Ecke.

Bemerkung. In einem reguliaren n-Eck betragt nach Satz 5.5 der Innenwinkel gerade @
Es folgt aus Satz 4.2, dass ein Dreieck ein reguléres Dreieck ist, genau dann, wenn es
gleichseitig ist. Wir konnen natiirlich leicht ein gleichseitiges Dreieck mit Zirkel und Lineal

konstruieren.

Konstruktion 5.8. (Regulidres Dreieck)

(1) Es sei g eine Gerade und P ein Punkt auf der Gerade,

(2) wir wdhlen einen Radius r > 0 und betrachten den Kreis K(P,r),

(3) es sei Q ein Schnittpunkt des Kreises mit der Gerade,

(4) es sei R ein Schnittpunkt von K(P,r) mit K(Q,r) (die Kreise K(P,r) und K(Q,r)
schneiden sich nach Satz 4.6),

(5) dann ist Apgr ein gleichseitiges Dreieck.

KPP R_K@r)
K(P,r) K(P,r)

g Q

ABBILDUNG 80. Konstruktion von einem gleichseitigen Dreieck.

In Ubungsblatt 10 werden wir die Frage behandeln, wie wir ein regulires Viereck (mit
moglichst wenig Aufwand) mit Zirkel und Lineal konstruieren kénnen.
Es stellt sich nun folgende Frage:

Frage 5.9. Fir welche n konnen wir ein requldres n-FEck mit Zirkel und Lineal konstruie-
ren?
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Diese Frage ist dquivalent zur folgenden Frage:

Frage 5.10. Fir welche n konnen wir den Winkel 27” mit Zirkel und Lineal konstruieren?

__— reguléres 7-Eck

‘ ~ Innenwinkel 277

ABBILDUNG 81.

Wenn wir ein regulares Sechseck konstruieren wollen, dann miissen wir also den Winkel
%” = 2 konstruieren. Aber dies ist gerade der Innenwinkel eines reguléren Dreiecks. Wir

erhalten also folgendes lemma.

Lemma 5.11. Wir kénnen ein regulires Sechseck mit Zirkel und Lineal konstruieren.

~_reguléres Sechseck

— Winkel %T =1Z

besteht aus 6 regularen Dreiecken

ABBILDUNG 82. Illustration von Lemma 5.11.

Die Konstruktion 4.8 der Winkelhalbierenden zeigt, dass wir jeden Winkel mit Zirkel
und Lineal halbieren konnen. Insbesondere bedeutet das, dass wenn wir ein regulares n-
Eck konstruieren kénnen, dann kénnen wir auch ein reguldres 2n-Eck konstruieren. Wir
koénnen also beispielsweise auch das regelméaflige Achteck und das regelméflige 12-Eck kon-
struieren.

Es stellt sich die Frage, wie schaut es den mit der Konstruktion des reguléren Fiinfecks
aus?

Konstruktion 5.12. (Winkel 2% und damit von einem Reguldren Fiinfeck)

(1) Es sei g eine Gerade und P ein Punkt auf g, mithilfe von Konstruktion 4.12 kon-
struieren wir eine Gerade h, welche senkrecht auf g steht und durch P verlduft,

(2) wir wdhlen einen Radius r > 0 und betrachten den Kreis K(P,r),

(3) es sei A ein Schnittpunkt des Kreises mit der Gerade g und es sei B ein Schnittpunkt
des Kreises mit der Gerade h,

(4) mithilfe von Konstruktion 4.5 bestimmen wir den Mittelpunkt Q der Strecke PB,



54 STEFAN FRIEDL

(5) wir betrachten den Kreis K(Q,%5) und wir bezeichnen mit R den Schnittpunkt des
Kreises mit der Strecke QA,

(6) wir betrachten den Kreis K' mit Mittelpunkt A, welcher durch den Punkt R verlduft,

(7) wir bezeichnen mit X und Y die Schnittpunkte der Kreise K(P,r) und K’,

. _ 2
(8) dann ist <xpy = 7.

h B

/B"\K(R r) TP
\

ABBILDUNG 83. Konstruktion des Winkels 27

Es stellt sich natiirlich die Frage, warum denn <xpy = %’r gelten soll. Dies ist in der Tat
nicht so offensichtlich und bedarf einer etwas lingeren Rechnung, welche beispielsweise in
Seite 13 von [Ku] gegeben wird.

Die obigen Konstruktionen und Ideen liefern uns also regulére n-Ecke fiir

n = 3,4,5,6,8,10,12, 16, 20
Hier sind also noch viele Liicken. Eine Liicke welche man leicht schlieflen kann ist n = 15.
Satz 5.13. Man kann den Winkel %r mait Zirkel und Lineal konstruieren.

Beweis. Es ist
T T 5-3)r 2w

3 5 15 15
nachdem wir die ersten beiden Winkel konstruieren konnen und nachdem wir die Differenz

von zwei Winkel konstruieren kénnen (wir werden dies in Ubung 10 durchfiihren), kénnen

wir also auch den gewtinschten Winkel %r konstruieren. U

Die Konstruktion der regulédren n-Ecke fir n = 3,4,5,6,8,10,12,15,16,20 waren den
griechischen Mathematikern bekannt.

Die néchste Konstruktion eines regularen n-Ecks wurde 1797 von Gauf} gegeben. Genauer
gesagt, er zeigte folgenden Satz.

Satz 5.14. (GauB3 1797) Man kann das requldre 17-Eck mithilfe von Zirkel und Lineal
konstruieren.

Die Konstruktion ist natiirlich aufwéandiger als die obigen Konstruktionen, eine schone
[lustration wird hier gegeben:

https://de.wikipedia.org/wiki/Siebzehneck

Etwas spater hat Gaul sogar bestimmen konnen, welche regularen n-Ecke konstruiert
werden konnnen. Wir benotigen dazu folgende Definition.


https://de.wikipedia.org/wiki/Siebzehneck
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Definition. Eine Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl, welche man in der Form 22" + 1
schreiben kann.

Beispielsweise sind also 22 +1 =21 +1 =3,22 41 =52 4+1 =2 +1 = 17,
22 £ 1=2841=257 und 22" + 1 = 2!6 4+ 1 = 65537 Fermatsche Primzahlen.™

Satz 5.15. (GauB3) Fir n € N ist das regulire n-Eck genau dann mit Zirkel und Line-
al konstruierbar, wenn n von der Form n = 2™ - py---pg ist, wobei py,...,pr paarweise
verschiedene Fermatsche Primzahlen sind und m € Ny.

Beispielsweise ist 15 = 3-5 das Produkt von zwei verschiedenen Fermatschen Primzahlen,
also bestétigt der Satz die obige Aussage, dass das reguliare 15-Eck konstruierbar ist.

Der Satz von Gaufl besagt auch, dass das regulére 257-Eck konstruiert werden kann, die
Konstruktion wird beispielsweise auf

https://de.wikipedia.org/wiki/257-Eck

vorgestellt. Der Satz von Gaufl besagt auch, dass das reguliare 65537-Eck konstruiert wer-
den kann. Allerdings hat Gauf3 nie den Konstruktionsweg explizit aufgeschrieben. Der Kon-
struktionsweg wurde das erste (und vermutlich einzige Mal) in 1894 von dem deutschen
Mathematiker Johann Gustav Hermes in einem Manuskript von mehr als 200 Seiten auf-
geschrieben.

Andererseits ist 7 keine Fermatsche Primzahl und damit auch nicht von der Form im
Satz von Gauf, also erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 5.16. Das requldre 7-Eck kann nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

Eine schone Zusammenfassung der Geschichte der Konstruierbarkeit von reguléren n-
Ecken ist auch in dem folgenden Video gegeben:

https://www.youtube.com/watch?v=1Ye9KLRgwxc

Ein phantastisches Programm zum trainieren von effizienten Konstruktionsmethoden kann
zudem hier gefunden werden:

https://www.euclidea.xyz/

" Aber nicht jede Zahl der Form 22" + 1 ist eine Primzahl!


https://de.wikipedia.org/wiki/257-Eck
https://www.youtube.com/watch?v=1Ye9KLRgwxc
https://www.euclidea.xyz/
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6. DIE KONGRUENZSATZE SS% UND SSW

Wir hatten im letzten Kapitel gesehen, dass die Kongruenzsatze SSS, SWS und WSW
auflerordentlich hilfreich sind. In diesem Kapitel lernen wir die Kongruenzsitze SS7 und
SsW kennen.

6.1. Der Kongruenzsatz SS7. Wir erweitern jetzt unser Repertoire von Kongruenzsat-
zen um den Kongruenzsatz SS7.

Satz 6.1. (Kongruenzsatz SS%) Wenn fiir zwei Dreiecke /N xpc und A\ ypicr gilt
((AB) = ((AB) und ((BC) = ((B'C") sowie <pca = <pcra = %

dann sind die Dreiecke Nape und Aapeor kongruent. (Siehe dazu die Skizze in Abbil-

dung 84).
Ej C
A
B

ABBILDUNG 84. Illustration des Kongruenzsatzes SS7.

B/

A/

Beweis. Aus der Voraussetzung ((BC') = {(B’C") folgt aus Lemma 2.14, dass wir, eventuell
nach Anwendung einer Bewegung, annehmen koénnen, dass B = B’ und C' = (’. Nach
einer etwaigen Spiegelung entlang der Gerade durch B = B’ und C' = (" kénnen wir, nach
Satz 2.7 (1), annehmen, dass A und A’ auf verschiedenen Seiten dieser Gerade liegen. Diese
Situation wird in Abbildung 85 skizziert.

Wir fiithren folgende Schritte durch:

(1) Nachdem <{poa = <arcrp = g liegen die Punkte A,C = (', A’ auf einer Geraden,
d.h. es ist <<gaar = <pac und < acr = <<Bara-

(2) Wir betrachten das Dreieck Apaa. Nachdem ((AB) = ((A’B’) ist dieses Dreieck
gleichschenklig, es folgt aus Satz 4.2, dass das Dreieck auch gleichwinklig ist, genauer
gesagt, es folgt, dass <gaa = <para.

(3) Es folgt aus der Voraussetzung <pca = <wep = 5, der Aussage (2) und dem
Satz iber die Winkelsumme, dass die beiden Dreiecke auch im dritten Innenwinkel
iibereinstimmen, d.h. es ist <apc = <arpcr.

(4) Es folgt nun aus dem Kongruenzsatz WSW, angewandt auf die Seiten AB und
A'B’ = AB (welche nach Voraussetzung gleich lang sind), dass die Dreiecke A spc
und A 4 g kongruent sind. O
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gleicher Winkel
C=c A cC=Cc A’
A @ A
B=F5 B=pB
ABBILDUNG 85. Skizze zum Beweis des Kongruenzsatzes SS7.
6.2. Winkel und Lingen in einem Dreieck.
Definition. Es sei Aapc ein Dreieck. Der Auflenwinkel an einem Eckpunkt ist gegeben

durch einen Schenkel des Dreiecks und die Verlangerung des anderen Schenkels in die
entgegengesetzte Richtung, sieche Abbildung 86.

Aufenwinkel i

ABBILDUNG 86. .

AuBenwinkel

Bemerkung.
(1) Die Definition des Auflenwinkels héngt nicht von der Wahl des Schenkels ab, denn
die beiden Auflenwinkel, welche man durch die beiden Schenkel erhélt, sind Schei-
telwinkel, also sind sie nach Satz 1.13 gleich grof}, siche Abbildung 87.

AuBlenwinkel AuBenwinkel

AuBenwinkel Nebenwinkel
ABBILDUNG 87. Die beiden Auflenwinkel sind Schenkelwinkel.

(2) Der Auflenwinkel und der zugehérige Innenwinkel eines Dreiecks sind Nebenwinkel.

Satz 6.2. (AuBenwinkelsatz) In jedem Dreieck gilt, dass der Aufenwinkel an einem
Eckpunkt grofer ist als die Innenwinkel an den anderen beiden Eckpunkten.
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Beweis. Wir betrachten das Dreieck in Abbildung 88. Dann gilt

AuBenwinkel bei A = 7—a = (a+p+7)—a = [+7.
/I\

Satz 5.4

Da 8 > 0 und v > 0 folgt nun, dass der AuBenwinkel gréfer ist als 5 und auch grofler ist
als . 0

AuBlenwinkel bei A c

ABBILDUNG 88. Skizze zum Beweis von Satz 6.2.

Satz 6.3. In jedem Dreieck gilt

Innenwinkel am Eckpunkt P < Innenwinkel am Eckpunkt @
<= Ldnge der P gegentiberliegenden Seite < Ldnge der () gegeniberliegenden Seite.

@ gegeniiberliegende Seite

N\

P gegeniiberliegende Seite

P Q

ABBILDUNG &9. Illustration von Satz 6.3.

Beweis. Wir betrachten also ein Dreieck A 4pc. Aus Symmetriegriinden geniigt es die Eck-
punkte B und C zu betrachten. Wir bezeichnen die Innenwinkel bei A, B und C' mit «, 3
und 7, siche Abbildung 90 links.

“<” Wir setzen nun also voraus, dass ((AC) < ((AB). Wir wollen zeigen, dass 3 < 7.
Wir bezeichnen hierzu mit €’ den Punkt auf der Strecke AB mit ((AC) = ((AC").
Es folgt nun, dass

Y > dacer = <acc > B
T T
Satz 4.2 angewandt auf das AuBlenwinkelsatz 6.2

gleichschenklige Dreieck A zc v angewandt auf Agiop
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C C C

A 6‘& 4\& A

B C’ B ' B
ABBILDUNG 90. Skizze zum Beweis der “<"-Richtung von Satz 6.3.

“=” Wir setzen nun also voraus, dass < 7. Wir wollen zeigen, dass ({(AC) < ((AB).
Wir beweisen die Aussage mit einem Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also an, dass
((AC) > ((AB). Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall Es sei /(AC) > ¢(AB). In diesem Fall besagt aber schon die oben bewiese-
ne Richtung “«<”, dass 8 > 7 gelten muss.'? Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung § < 7.

2. Fall Es sei nun ((AC) = ¢(AB). In diesem Fall ist das Dreieck gleichschenklig, also
folgt aus Satz 4.2, dass das Dreieck auch gleichwinklig ist, genauer gesagt,
dass = 7. Dies ist wiederum ein Widerspruch zur Voraussetzung g < . U

6.3. Der Kongruenzsatz SsW. Der naivste Gedanke wére zu vermuten, dass ein Kon-
gruenzsatz des Typs SSW ganz allgemein gilt. Aber wie wir in Abbildung 91 sehen, kann
das so allgemein nicht stimmen.

C/

B A
B’ A

die beiden Dreiecke stimmen in SSW {iber ein, sind aber nicht kongruent

ABBILDUNG 91.
Der nachste Satz besagt, dass unter einer gewissen Einschrankung ein Kongruenzsatz
vom Typ SSW dennoch gilt.

Satz 6.4. (Kongruenzsatz SsW) Es seien Aape und Aapier zwei Dreiecke. Wir neh-
men an, dass

((AB) = ((AB) und ((BC) = ((B'C") sowie <pca = <pcrar-

2Genauer gesagt, wir hatten schon bewiesen, dass in jedem Dreieck und fiir beliebige Eckpunkten gilt,
dass fiir kiirzere Seiten auch die Innenwinkel kiirzer sind.
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Wenn zudem gilt, dass ((AB) > ((BC), dann sind die Dreiecke Napc und N\ ypicr kon-
gruent.

Etwas vereinfacht gesagt besagt also der Kongruenzsatz SsW, dass wenn zwei Dreiecke
in zwei Seitenldngen tibereinstimmen und die Winkel gegeniiber den langeren der beiden
Seiten gleich grof sind, dann sind die Dreiecke kongruent.

C A’

B A ¢’

Kongruenzsatz SsW B’
ABBILDUNG 92.

Beweis. Es seien A gpc und A 4 g zwei Dreiecke. Wir bezeichnen mit «, 8, und o/, 8,7/
die Innenwinkel. Wir nehmen an, dass

K(E) = E(A/B/) und E(?C) = E(B'O’) sowie <{pca = <prcra

und zudem nehmen wir an, dass ¢(AB) > ((BC). Wir wollen zeigen, dass die Dreiecke
A ape und A 4 g kongruent sind.

Behauptung. Es ist g = .

Wenn wir die Behauptung bewiesen haben, dann sind wir mit dem Beweis des Kongru-
enzsatzes auch schon fertig. In der Tat, denn aus 5 = 3’ folgt mithilfe vom Kongruenzsatz
WSW sofort, dass die Dreiecke kongruent sind.

Wir wenden uns nun dem Beweis der Behauptung zu. Wir fithren einen Widerspruchsbe-
weis durch. Wir nehmen also an, dass 5 # 5'. O.B.d.A. ist dann § < §’. Die Ausgangslage
ist in Abbildung 93 skizziert.

B —> A
ABBILDUNG 93. Erste Skizze zum Beweis von Kongruenzsatz SsW.

Wir fithren folgende Konstruktionen und Beobachtungen durch:
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(1) Wir bezeichnen mit A* den Punkt auf der Strecke A’C” mit <4«pcr = B = <upc-
(Siehe Abbildung 94.)

(2) Aus dem Kongruenzsatz WSW und aus unseren Voraussetzungen folgt, dass die
Dreiecke Agca und Apieoryg+ kongruent sind.

(3) Es folgt aus (2), dass ¢(B’A*) = ((BA), aber nach Voraussetzung gilt auch, dass
((BA) = {(B'A"), also erhalten wir, dass {(B'A*) = {(B'A’).

(4) In (3) hatten wir gezeigt, dass das Dreieck A 4+prar gleichschenklig ist. Aus Satz 4.2
folgt, dass das Dreieck A 4«54 auch gleichwinklig ist, genauer gesagt, es folgt, dass
Ipraxar = Lpraras.

Zusammengefasst erhalten wir nun, dass

V< Apara = dpaas = o < AL

T T T

AuBlenwinkelsatz 6.2 aus (4) folgt aus Satz 6.3 und der
angewandt auf Apg:gra- Voraussetzung, dass ¢(A’B’) > ¢(B'C")

Wir erhalten damit, dass v/ < +/. Aber dies ist absurd, d.h. wir haben einen Widerspruch
erhalten. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. 0

C/

Strecken sind gleich lang

ABBILDUNG 94. Zweite Skizze zum Beweis von Kongruenzsatz SsW.

6.4. Der Abstand zwischen zwei Teilmengen der Ebene. Wir wollen nun den Ab-
stand zwischen zwei Teilmengen A und B von E einfithren. Ein erster Versuch fiir eine
Definition ware den Abstand zwischen A und B wie folgt zu definieren

d(A, B) := minimaler Abstand zwischen einem Punkt auf A und einem Punkt auf B.

Die Definition wird in Abbildung 95 illustriert.
Das Problem mit der obigen Definition ist jedoch, dass nicht so richtig klar ist, was denn
nun “minimaler Abstand” heiflen soll. Betrachten wir beispielsweise

A = z-Achse und B := Graph von f(z) = % mit z # 0
Diese beiden Teilmengen kommen sich beliebig nahe, was soll also “minimaler Abstand”
heiflen?

Mithilfe der Analysis I haben wir aber kein Problem eine saubere Definition von “Abstand
zwischen zwei Mengen” zu geben.
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Abstand zwischen A und B

\
\

A

ABBILDUNG 95.

PR B

ABBILDUNG 96.

Definition. Fir zwei Teilmengen A und B von E bezeichnen wir
d(A, B) = inf{d(P,Q) = {(PQ) | wobei P ein Punkt in A und @ ein Punkt in B}
als den Abstand zwischen A und B.

Beispiel. Fur das Beispiel, welches in Abbildung 96 illustriert ist gilt d(A, B) = 0.

Zum Glick miissen wir allerdings in den meisten Féllen nicht mit dem Infimum arbei-

ten, denn in den meisten Fallen, welche uns interessieren, gibt es in der Tat Punkte von
minimalen Abstand.

Satz 6.5. FEs sei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf der Gerade liegt. Wir
fallen das Lot von P auf g und bezeichnen mit ) den Lotfuflpunkt. Dann gelten folgende
beiden Aussagen:

(1) Esist d(P,Q)=d(P,g).

(2) Fir alle anderen Punkte R auf g gilt d(P, R) > d(P, g).

P g
)D/ es ist d(P, g) = d(P,Q)
0

ABBILDUNG 97. Ilustration von Satz 6.5.

Beweis. Es sei R ein beliebiger anderer Punkt auf der Gerade g. Wir miissen zeigen, dass
d(P,R) > d(P,Q). Aus dieser Aussage folgen schon die beiden gewiinschten Aussagen (1)
und (2). Wir betrachten dazu das Dreieck Apgpr, welches in Abbildung 98 skizziert ist.
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Es ist
Lorp = T — <drpQ — IpQr < T — <dpQr = <pQr-
T T
Satz 5.4 da <pgr = g
Aber dann folgt auch schon aus Satz 6.3, dass £(PQ) < {(PR). O

ABBILDUNG 98. Skizze zum Beweis von Satz 6.5.

Korollar 6.6. Es sei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf der Gerade g liegt.
Es seir = d(P,g). Dann gilt: der Kreis K(P,r) ist tangential zur Gerade g, d.h. der Kreis
K(P,r) schneidet die Gerade g in genau einem Punkt.

_— K(P,r) mit r =d(P,g)

ABBILDUNG 99. Ilustration von Korollar 6.6.

Beweis. Es sei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf der Gerade liegt. Wir
fiallen das Lot von P auf g und bezeichnen mit () den Lotfulpunkt. In Satz 6.5 hatten
wir bewiesen dass d(P, Q) = d(P, g), und dass fiir alle anderen Punkte R auf g gilt, dass
d(P,R) > d(P,g). Mit anderen Worte, @ ist der einzige Punkt auf g, welcher auch auf
K(P,r) mit r = d(P, g) liegt. O

6.5. Die Winkelhalbierenden in einem Dreieck und der Inkreis.

Definition. Es seien S und T zwei Strahlen, welche von einem Punkt P ausgehen. Die
Winkelhalbierende von S und T ist der Strahl U, welcher von P ausgeht, mit

(S, U) = «(T,U) = +a(S.7).
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S
Winkelhalbierende U

\ T
\\/

gleicher Winkel

ABBILDUNG 100.

Lemma 6.7. Es seien S und T zwei Strahlen, welche von einem Punkt P ausgehen. Die
Winkelhalbierende von S und T' ist die Menge aller Punkte, welche zu S und T den gleichen
Abstand besitzen.'

Bemerkung. Lemma 6.7 erinnert an Lemma 4.9. Dieses besagt, dass die Mittelsenkrechte
zu einer Strecke AB gerade die Menge aller Punkte ist, welche zu A und B den gleichen
Abstand besitzen.

Beweis. Es seien S und T zwei Strahlen, welche von einem Punkt P ausgehen.

(1) Wir bezeichnen mit U die Winkelhalbierende von S und 7. Es sei @ € U. Wir miissen
zeigen, dass d(Q, S) = d(Q,T). Wir féllen dazu das Lot von P auf S beziechungsweise
auf T. Wir bezeichnen die Lotfulpunkte mit A und B, siche Abbildung 101 links.
Wir betrachten die Dreiecke Appg und A 4pg. Hierbei gilt:

(a) Esist <ppg = 5<(S,t) = <apg, da Q auf der Winkelhalbierenden liegt.

(b) Es ist <gpp = § = <@aq, da A und B Lotfulpunkte sind.

(c) Es folgt aus Satz 5.4 und (1) und (2), dass die beiden Dreiecke in allen drei
Winkeln tibereinstimmen.

(d) Die beiden Dreiecke besitzen eine gemeinsame Kante, also folgt aus dem Kon-
gruenzsatz WSW, dass die Dreiecke Appg und A 4pg kongruent sind.

(e) Es folgt aus (4), dass QB = QA.

(f) Es folgt aus (5) und Satz 6.5, dass in der Tat d(Q,S) = d(Q,T).

(2) Es sei nun @ ein Punkt mit d(Q,S) = d(Q,T), siche Abbildung 101 rechts. Wir
verfahren wie folgt:

(a) Wir fillen wieder das Lot auf S und 7" und erhalten die Lotfupunkte A und B.

(b) Aus Satz 6.5 folgt, dass d(Q,S) = ¢{(QA) und d(Q,T) = {(QB).

(c) Wir erhalten aus (2) und dem Kongruenzsatz SS7, dass die Dreiecke Appg und
A 4pg kongruent sind.

(d) Es folgt aus (3), dass <gpg = <apg, d.h. Q liegt auf der Winkelhalbierenden. [

Folgender Satz ist nun das Analogon zu Satz 4.10.

Satz 6.8. Die drei Winkelhalbierenden eines beliebigen Dreiecks schneiden sich in genau
einem Punkt.

13Streng genommen betrachten wir hierbei nur die Punkte, welche sich im Inneren des von S und T
aufgespannten Winkels befinden.
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A —

Winkelhalbierende U S B
~_— gleiche Lange

T N T

gleicher Winkel??

~

ABBILDUNG 101. Skizze zum Beweis von Lemma 6.7.

Beweis. Der Beweis von Satz 6.8 ist formal ganz dhnlich zum Beweis von Satz 4.10. Wir
miissen nur Lemma 4.9 durch Lemma 6.7 ersetzen.

Wir fiihren das Argument noch durch. Wir bezeichnen mit a,b und ¢ die Winkelhal-
bierenden bei A, B und C. Wir bezeichnen mit P den Schnittpunkt von a und b. Aus
Lemma 6.7 folgt, dass d(P, AB) = d(P, AC) und auch, dass d(P, BC) = d(P, BC). Zusam-
mengefasst folgt, dass d(P, BC) = d(P, AC), d.h. P liegt nach Lemma 6.7 auch auf der
Winkelhalbierenden c. U

A % Winkelhalbierende a
C

Winkelhalbierende b

ABBILDUNG 102. Skizze zum Beweis von Satz 6.8.

Satz 6.9. Es sei Aapc ein Dreieck. Dann existiert genau ein Kreis, welcher tangential zu
allen drei Seiten ist.

Der Kreis aus Satz 6.9 wird auch der Inkreis des Dreiecks /\ 4pc genannt.

B B
A A
C / C
der Inkreis von A e der Umkreis von Asgc

ABBILDUNG 103.
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Beweis. Es sei A\ 4pc¢ ein Dreieck. Nach Satz 6.8 schneiden sich die drei Winkelhalbierenden
in genau einem Punkt P. Wir setzen r = d(P, AB). Wie wir schon im Beweis von Satz 6.8
gesehen hatten gilt auch r = d(P, AC) und r = d(P, BC). Es folgt nun aus Korollar 6.6,
dass K (P,r) tangential zu allen drei Seiten des Dreiecks ist.

Die Eindeutigkeit des Inkreises folgt aus der Tatsache, dass der Mittelpunkt eines Kreises,
welcher alle drei Seiten bertihrt nach Lemma 6.7 auf allen Winkelhalbierenden liegen muss.
Aber diese schneiden sich in genau einem Punkt. 0
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7. AHNLICHE DREIECKE UND DIE SEITENHALBIERENDEN EINES DREIECKS
7.1. Streckungen und dhnliche Dreiecke.

Definition. Es sei P € E = R? ein Punkt und es sei A € R~o. Wir bezeichnen die Abbildung
R? — R?
Q = P+A-(Q-P)

als Streckung mit Streckzentrum P und Streckungsfaktor A. Mit anderen Worten, ein Punkt
der Form P + v wird auf den Punkt P + Av geschickt.

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Eigenschaften von Streckungen zusammen.
Im weiteren Verlauf werden wir nie mehr mit der obigen Definition einer Streckung arbeiten,
sondern nur noch mit den Eigenschaften, welche in Satz 7.1 aufgefiihrt werden.

Satz 7.1. FEs sei ¢: E — E die Streckung mit Streckzentrum P und Streckungsfaktor \.
Es gelten folgende Aussagen:

(1) Die Streckung erhdlt den Punkt P und alle Strahlen, welche von P ausgehen, werden
auf den gleichen Strahl geschickt.

(2) Die Streckung ist winkelerhaltend.

(3) Die Streckung fiihrt jede Gerade g in eine zu g parallele Gerade tber.

(4) Die Streckung multipliziert die Linge einer Strecke mit dem Faktor A\, mit anderen
Worten, fiir alle A # B gilt, dass

(e A)e(B) _
{(AB)
Beweis. Die Aussagen folgen leicht aus elementaren Rechnungen, welche wir hier nicht
ausfiihren wollen. O

Streckzentrum P von P ausgehende Strahlen bleiben erhalten

_—— Streckung der Strecke AB

ABBILDUNG 104. Illustration von Satz 7.1.

Definition.
(1) Eine Ahnlichkeitsabbildung ist die Verkniipfung einer Bewegung mit einer Streckung.

(2) Wir sagen zwei Dreiecke A 4pc und A 4/ pier sind dhnlich, wenn es eine Ahnlichkeits-
abbildung ¢ mit ¢(A) = A’, p(B) = B’ sowie p(C) = ¢(C") gibt.

Folgendes Lemma fasst zwei wichtige Eigenschaften von dhnlichen Dreiecken zusammen.
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Lemma 7.2. Wenn A e und A\ g zwei déhnliche Dreiecke sind, dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Die entsprechenden Innenwinkel sind gleich grof.
(2) Je zwei entsprechenden Seiten haben das gleiche Lingenverhdltnis, beispielsweise gilt

¢AB) (A

((AC) (AT

C' C\v/

ist ahnlich zu

ABBILDUNG 105.

Beweis (x).

(1) Die Aussage folgt aus der Tatsache, bewiesen in Lemma 2.12 und Satz 7.1, dass
sowohl Bewegungen als auch Streckungen winkelerhaltend sind.

(2) Die Aussage folgt aus der Tatsache, bewiesen in Lemma 2.12, dass sowohl langen-
erhaltend sind und das eine Streckung mit Streckungsfaktor A\ alle Langen um den
gleichen Faktor A verzehrt, d.h. wenn A 4p¢ aus einer Streckung mit Streckungsfaktor
A auf Ay g hervorgeht, dann gilt

UAB) _ X UAB) _ (AB)
UAC) — N-LATH) (AT O

Folgender Satz gibt uns die Umkehrung von Lemma 7.2 (1).

Satz 7.3. (Ahnlichkeitssatz WWW) Es seien A ape und Aypicr zwei Dreiecke. Wenn
deren Innenwinkel bei A, A’, sowie bei B, B’ und C,C" iibereinstimmen, dann sind die
Dreiecke N ago und N\ qrgrcr ahnlich.

Beweis. Nachdem <{gac = <{prar¢ konnen \_V_u; nach einer Bewegung schon annehmen, dass
A=A’ und dass AB = A'B' sowie f@ = AC'. Es sei ¢ die Streckung mit Streckzentrum
A, welche B auf B’ schickt. Dann gilt p(A) = A = A’ und ¢(B) = B’. Wir miissen noch
folgende Behauptung beweisen:
Behauptung. Es ist o(C) = C".

Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Es ist R
— AC = AC.
T T

Satz 7.1 (1)  siehe oben

Ap(C
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(2) Zudem gilt:
Uppc) = DpA)eB)pc) = <apc = wpc = apc

T

denn ¢(A) = Aund p(B) = B’ Satz 7.1 (1) nach Voraussetzung

Also gilt B'p(CY) = B'C".
Es folgt also aus (1) und (2), dass sowohl C” als auch ¢(C') auf den gleichen zwei Strahlen

liegen. Nachdem diese Strahlen nur einen Schnittpunkt besitzen, muss schon C" = ¢(C)
gelten. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. O

B' = p(B —
ey Y

C o AC = AC!

ABBILDUNG 106. Illustration zum Beweis vom Ahnlichkeitssatz WWW.

7.2. Der Strahlensatz.

Satz 7.4. (Strahlensatz) Es seien g(A;, A2) und g(By, B2) zwei Geraden, welche sich in
einem Punkt P schneiden. Wenn g(Ay, By) parallel zu g(Asa, By) ist, dann gelten folgende
Aussagen:

((PA;)  U(PBy)  ((A:B) o(PA; (A A)

W Fa) ~wms) "y "™ ® uFm) T 4Phy  iBiDy

=
v
&

ABBILDUNG 107. Skizze des Strahlensatzes 7.4.
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Beweis. Nach einer eventuellen Spiegelung am Punkt P konnen wir annehmen, dass wir im
Fall von Abbildung 107 links sind, d.h. wir kénnen annehmen, dass Ay, As auf der gleichen
Seite von P liegen, und dass auch Bj, By auf der gleichen Seite von P liegen.

Wir machen zuerst folgende Beobachtung, es ist

<paB; = <pa,B, und  <Ippa, = <pBya,-

T T

folgt, da g(A1, By) parallel zu g(As, Bs), und da die Winkel jeweils Stufenwinkel sind

Bei den Dreiecke Apa,p, und Apy,p, stimmen also die Innenwinkel iiberein. Es folgt aus
dem Ahnlichkeitssatz WWW 7.3, dass die Dreiecke Ap4, g, und Apa,p, dhnlich sind. Die

gewlinschte Aussage folgt also aus Lemma 7.2.

— Stufenwinkel sind gleich grofl

—— Stufenwinkel sind gleich grof3

ABBILDUNG 108. Skizze zum Beweis des Strahlensatzes 7.4.

Wir werden die in (2) genannten Gleichheiten in Ubungsblatt 12 herleiten. O
Der folgende Satz besagt, dass die Umkehrung zur Aussage (1) vom Strahlensatz 7.4 gilt.

Satz 7.5. Es seien g und h zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P schneiden. Zudem
seien ki und ko zwei weitere Geraden, welche g und h in den Punkten Ay, Ay beziehungswei-
se By, By schneiden. Wir nehmen an, dass sowohl Ay, Ay als auch By, By auf der gleichen
Seite von P liegen, siehe Abbildung 109. Wenn

(PA;) _ U(PBy)
(P4  UPB)

dann ist die Gerade g(Ay, By) parallel zu g( Az, Bs).

Beweis (x). Wir setzen A = 21]373?;

zentrum P und Streckungsfaktor A\. Nachdem die Punkte A, A5 auf der gleichen Seite von
P liegen, gilt, dass ¢(A;) = Ay. Ganz analog gilt auch, dass ¢(B;) = Bs. Nachdem eine
Gerade durch zwei Punkte festgelegt ist, folgt, dass ¢(g(As, B2)) = g(A1, By). Es folgt nun
wiederum aus Satz 7.1 (3), dass die Geraden g(As, Bs) und g(A;, By) parallel sind. O

. Wir bezeichnen mit ¢ die Streckung mit Streckungs-

Als Anwendung des Strahlensatzes beweisen wir folgende Aussage.
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ABBILDUNG 109.

Satz 7.6. Jede Winkelhalbierende in einem Dreieck teilt die dem Winkel gegeniiberliegende
Seite im Verhdltnis der anliegenden Seiten. Mit anderen Worten, in Abbildung 110 gilt

(TC) _ ((AC)
UTB) — ((AB)
C
T Winkelhalbierende bei A
A
B

ABBILDUNG 110. Ilustration von Satz 7.6.

Beweis. Der Beweis erfolgt in folgenden Schritten:

(1) Wir betrachten die zu g(A, B) parallele Gerade durch C. Diese schneidet die Win-
kelhalbierende in einem Punkt D.

(2) Die Winkel <t7pe und <745 sind Wechselwinkel, also gleich grofS. Nachdem ﬁ die
Winkelhalbierende ist, wissen wir auch noch, dass <<rap = <rac. Zusammengefasst
ist <pac = <cap-

(3) Das Dreieck Agcp ist nach (2) gleichwinklig. Es folgt nun aus Satz 4.2, dass das
Dreieck Acp gleichschenklig ist, genauer gesagt, es gilt, dass ((AC) = ¢(DC).

(4) Andererseits besagt der Strahlensatz 7.4 (2), angewandt auf die Strahlen, welche von
T ausgehen, dass

«TC)  ¢DC)

UTB) — U(AB)

(5) Zusammengenommen ergeben (3) und (4) die gewtinschte Aussage. O
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gleich grof nach Voraussetzung

Winkelhalbierende bei A

parallel zu g(A, B)

T B

ABBILDUNG 111. Illustration fiir den Beweis von Satz 7.6.

Satz 7.7. (Sehnensatz) Es sei P ein Punkt im Inneren eines Kreises K. Das Produkt
der Lingen der Sehnenabschnitte einer Sehne durch P hdngt nicht von der Wahl der Sehne
ab. Mit anderen Worten, fiir zwei beliebige Sehnen AA’ und BB’ durch P gilt

((AP) - ((AP) — ((BP)-((B'P).

A

_— B der Sehnensatz besagt, dass
((AP) - L(A’P) ={(BP) - ¢{(B'P)

ABBILDUNG 112. Tllustration des Sehnensatzes 7.7.

Beweis. Wir betrachten nun die Skizze in Abbildung 113. Wir beginnen mit folgender
Behauptung:

Behauptung. Die Dreiecke A pp und Ap/pa sind dhnlich.

(1) Es folgt aus dem Peripheriewinkelsatz 5.7, angewandt auf die Sehne BA’, dass
Ipaa = Ippar-

(2) Das gleiche Argument zeigt auch, dass <app = <aa'p'-

(3) Es folgt aus (1) und (2) zusammen mit dem Ahnlichkeitssatz WWW 7.3, dass die
Dreiecke A 4pp und Ap/pas ahnlich sind.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Aus der Behauptung zusammen mit Lemma 7.2 folgt nun, dass

(AP) _ (B'P)

((PB) ((PA")’

Daraus folgt sofort die gewiinschte Aussage. 0



ELEMENTARGEOMETRIE 73

wir wenden den Peripheriewinkelsatz 5.7 auf diese Sehne an

wir wollen zeigen, dass diese Dreiecke ahnlich sind
ABBILDUNG 113. Illustration zum Beweis des Sehnensatzes 7.7.

7.3. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks.

Definition. Es sei A ein Dreieck. Die Seitenhalbierende einer Seite ist die Gerade durch
den Mittelpunkt der Seite und den gegeniiberliegenden Eckpunkt. Diese Definition wird in

Abbildung 114 skizziert.
Seitenhalbierende der Seite AC

C
ABBILDUNG 114.

Satz 7.8. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt P. Dieser
Punkt P zerteilt jede Seitenhalbierende im Verhdltnis 2:1.

jede Seitenhalbierende wird unterteilt im Verhéltnis 2 : 1
ABBILDUNG 115. Skizze zu Satz 7.8.

Beweis. Es sei also Aspc ein Dreieck. Wir bezeichnen mit M, den Mittelpunkt der Seite
BC und wir bezeichnen mit S, die Seitenhalbierende der Seite BC. Ganz analog definieren
wir auch My, M, sowie s, und s, siehe auch Abbildung 116 links.

Wir beginnen den Beweis mit folgender Behauptung.
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ABBILDUNG 116. Skizze zum Beweis von Satz 7.8.

Behauptung. Der Schnittpunkt Z der Seitenhalbierenden S, und S, teilt die Seitenhalbie-
renden im Verhaltnis 2 : 1, wobei die langere Strecke den Eckpunkt enthélt.

Wir wenden uns der Abbildung 116 rechts zu. Nachdem M, und M, die Mittelpunkte der
Strecken CA und OB sind folgt sofort aus Satz 7.5, angewandt auf P = C und g = ¢(C, A)
und h = ¢(C, B), sowie k1 = g(My, M,) und ky = g(A, B), dass die Gerade g(M,, M,)
parallel zur Gerade g(A, B) ist.

Es folgt nun aus dem Strahlensatz 7.4 (1), dass

£<ZM(1> _ £<ZMb) _ E(MaMb) _ 1
((ZA) $ ((ZB) $ ((AB) $ 2
Strahlensatz 7.4 (1) Strahlensatz 7.4 (2) Strahlensatz 7.4 (2)

angewandt auf P =27  angewandt auf P =2 angewandt auf P = C'

Wir haben also gezeigt, dass Z die Seitenhalbierenden AS, im Verhiltnis 2 : 1 teilt, wobei
die ldngere Strecke den Eckpunkt enthélt A. Das gleiche Argument, mit den Rollen von
B und A vertauscht, zeigt die analoge Aussage fiir die Seitenhalbierende BS;. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.

Genau der gleiche Beweis zeigt natiirlich auch folgende Behauptung.

Behauptung. Der Schnittpunkt Y der Seitenhalbierenden S, und S, teilt die Seitenhalbie-
renden im Verhéltnis 2 : 1, wobei die ldngere Strecke den Eckpunkt enthalt.

Nachdem Y und Z nun beide die Seitenhalbierende S, im Verhéltnis 2 : 1 teilen, muss
schon gelten, dass Y = Z. Nachdem Y = Z auf allen drei Seitenhalbierenden liegt, ist
Y = Z der gewiinschte Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden. U

7.4. Die Eulersche Gerade (). '* Es sei A,pc ein Dreieck. Wir bezeichnen mit

(1) mq, mp, m. die Mittelsenkrechten,
(2) hg, hy, he die Hohen,
(3) Sa, Sp, Se die Seitenhalbierenden.

Aus Satz 4.10, 5.3, 7.8 wissen wir, dass sich die drei Geraden jeweils in genau einem Punkt
schneiden, wir bezeichnen die Schnittpunkte mit M, H und S.

14Wir haben dieses Kapitel in der Vorlesung nicht durchgenommen, es ist also nicht Teil des Stoffes.
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Satz 7.9.

(1) Fiir jedes Dreieck Aapc liegen der Umkreismittelpunkt M, der Héhenschnittpunkt
H und der Schwerpunkt S auf einer Gerade.

(2) Wenn das Dreieck nicht gleichseitig ist, dann liegt S zwischen H und M und es gilt
((HS) =2-4(SM). Insbesondere ist in diesem Fall die Gerade eindeutig bestimmi.

Die Gerade durch M, H und S wird die Fulersche Gerade genannt.

Bemerkung. Nach Satz 6.8 wissen wir, dass sich die Winkelhalbierenden ebenfalls in genau
einem Punkt W schneiden. Es ist eine schéne Ubungsaufgabe sich zu iiberlegen, ob eine
Kombination von W mit zwei der anderen Punkte ebenfalls auf einer Gerade liegt.

die Eulersche Gerade

ABBILDUNG 117. Ilustration von Satz 7.9.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass das Dreieck gleichseitig ist. In diesem Fall gilt of-
fensichtlich, dass m, = h, = s, und ganz analog fiir die anderen Seiten. Also ist auch
M=H=S.

Wir nehmen nun an, dass das Dreieck nicht gleichseitig ist. Dann gibt es nach Ubungs-
blatt 13 zwei Seiten, bei denen die Seitenhalbierenden nicht den Mittelsenkrechten entspre-
chen. O.B.d.A. gilt also, dass s, # m, und s, # m..

Behauptung. Es ist S # M.

Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Es sei P der Mittelpunkt der Strecke BC. Per
Definition verlduft m, durch P und M und s, verlduft durch P und S. Wenn M = S wére
Sq = Mg. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

Es sei T der Punkt auf dem Strahl M3 mit (TS)=2-4(SM). Es geniigt nun folgende
Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Es ist T = H.
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Nachdem H der eindeutig bestimmte Schnittpunkt der Hohen h, und h,. ist gentigt es zu
zeigen, dass T' € h, und T' € h.. Wir zeigen zunachst, dass T" € h,. Es sei R der Mittelpunkt
der Strecke AB. Es ist

~
—~
Q
=

S
R

U(TS)

2 253"

~
n

~—

GR 4 g
Satz 7.8 angewandt auf A4pc  Definition von T

Es folgt nun aus Satz 7.5, dass g(C, T') parallel zu m¢ ist. Dies bedeutet, dass g(C,T') eben-

falls senkrecht auf AB steht. Da g(C,T) den Punkt C' enthilt gilt also per Definition der

Hohe, dass g(C,T) = h.. Insbesondere gilt nun also 7" € he. Genau das gleiche Argument

zeigt auch, dass T € he. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

C

ABBILDUNG 118. Illustration zum Beweis von Satz 7.9.
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8. FLACHENINHALTE UND DER SATZ VON PYTHAGORAS

8.1. Flacheninhalte. Die genaue mathematische Theorie von Fliacheninhalten und Vo-
lumina kann erstaunlich komplex werden (Z.B. fragen Sie einen Kommilitonen, welcher
gerade Analysis 11T hort.)

Wir werden folgenden Satz verwenden, ohne einen Beweis dafiir zu geben.

Satz 8.1. Jedem durch endlich viele Strecken und Kreissegmente begrenzten Gebiet G in
der Ebene E = R? kann man auf eindeutige Weisen einen Flicheninhalt A(G) zuordnen,
derart dass folgende FEigenschaften erfillt sind:

(1) Es gilt
A(Rechteck mit Seitenlingen a und b) = a - b.

(2) Bewegungen sind flicheninhalterhaltend, mit anderen Worten, kongruente Gebiete
besitzen den gleichen Fldcheninhalt.

(3) Unter einer Streckung mit Streckungsfaktor \ multipliziert sich der Fldcheninhalt
mit \2.

(4) Der Flicheninhalt von Strecken ist null.

(5) Fiir zwei Gebiete X und Y gilt

AXUY) = AX)+ AY) - AXNY).
(6) Fir Gebiete X undY gilt
XCY = AX) <A(Y).
Mithilfe von Satz 8.1 werden wir in Ubungsblatt 13 folgenden Satz beweisen.
Satz 8.2.
(1) Fiir jedes Dreieck gilt
Flacheninhalt des Dreiecks = % - Seitenldnge - Lange der zugehdrigen Hohe.
(2) Wenn Aapc ein Dreieck ist mit einem rechten Winkel bei C', dann gilt

Flicheninhalt des Dreiecks = % L(AC) - ¢(BC).

C
P Q P ¢
A B A — Q
D B
Hohe verlauft innerhalb Hohe verlauft auBerhalb

ABBILDUNG 119. Illustration von Satz 8.2.
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Satz 8.3. Wenn A spc und Ay picr zwet dhnliche Dreiecke sind, dann gilt

Flicheninhalt(A arpicr) (E(A’B’))z B (z(ycq)? B <€(A’C’))2
Flicheninhalt(ANapc) — \AB)/) — \¢BC)) — \(AC) )

Beweis (). Es seien also Ajpc und A g zwei ahnliche Dreiecke. Dies bedeutet, dass
es eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ mit p(A) = A, (B) = B’ sowie ¢(C) = ¢(C") gibt. Es
sei A der zugehorige Streckungsfaktor. Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Nach Satz 8.1 (2) verdndert sich der Flacheninhalt eines Dreiecks bei Anwendung
der Streckung ¢ um den Faktor A%

(2) Nach Satz 7.1 (4) veréndert sich die Lange einer Strecke bei Anwendung der Stre-
ckung ¢ um den Faktor \.

Mit anderen Worten, alle vier Briiche im Satz betragen gerade \2. 0
In Ubungsblatt 13 werden wir auch noch den néichsten Satz beweisen.

Satz 8.4. Es sei [ ein Parallelogramm. Dann gilt

Flicheninhalt(OD) = Linge einer Seite - Abstand zwischen den beiden parallelen Geraden.

S
S

Flacheninhalt des Parallelogramms = s - h

ABBILDUNG 120. Illustration von Satz 8.4.

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit der Betrachtung von Kreisen und Kreisscheiben. Wir
erinnern an die Definition von 7, welche wir auf Seite 10 gegeben hatten:

T o= % - Lange (=Umfang) eines Kreises von Radius 1.

Zuerst wollen wir nun den Umfang eines beliebigen Kreises bestimmen:

Lemma 8.5. Fs sei K(P,r) der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r > 0. Es gilt
Umfang von K(P,r) = 2-m-r.
Beweis (x). Wir erhalten den Kreis K (P, r) von Radius r indem wir auf den Kreis K(P, 1)
mit Radius die Streckung ¢ mit Streckzentrum P und Streckfaktor r answenden. Also folgt:
Umfang von K(P,r) = p(Umfang von K(P,1)) = r-Umfang von K(P,1) =r-2-m = 2-7-1.
T T

Satz 7.1 Definition von 7 O
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Wir wenden uns jetzt dem Flacheninhalt von Kreisscheiben zu.

Satz 8.6. Es sei S(P,r) die Kreisscheibe mit Mittelpunkt P und Radius r > 0. Es gilt
Flicheninhalt von S(P,r) = 7 -71°.

Beweisskizze. Fiir n € N>3 bezeichnen wir mit X, ein regulares n-Eck, welches in K (P, )
eingeschrieben ist. Wir bezeichnen mit Ay, ..., A, die Ecken von X,. (Die Notation wird
auch in Abbildung 121 skizziert.) Dann gilt*

Flacheninhalt von S(P,r) = lim Flacheninhalt von X,

n—o0

= li_}rn iFléeheninhalt des Dreieck Ay, pa,,,

= lim i% - Hohe des Dreieck Ay, pa

- Lange der Seite A;A;11

141

geht im Grenzwert gegen r

Satz 8.2
n
% -7+ lim Y Léange der Seite A;A;,

Umfang des n-Ecks X,
-r - Umfang des Kreises K (P, r) res2-mer = w12

= = 2
T )

die n-Ecke “schmiegen” sich an den Kreis Satz 8.5 L]

N

Lange der Hohe ist fast r

Radius r —

ABBILDUNG 121. Skizze zum Beweis von Satz 8.6.

8.2. Der Satz von Pythagoras. Jetzt konnen wir den wohl bekanntesten Satz der eu-
klidischen Geometrie beweisen.

Satz 8.7. (Satz von Pythagoras)'® Es sei A apc ein Dreieck mit einem rechten Winkel
bei C. Wir bezeichnen die Lingen der A, B,C gegeniiberliegenden Seiten mit a,b und c.
Dann gilt

a+ b = A

Djes ist streng genommen kein sauberer mathematischer Beweis, insbesondere wird etwas abenteuerlich
mit Grenzwerten gearbeitet.
16pythagoras war ein griechischer Mathematiker, welcher etwa 570-495 v. Chr. lebte.
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Kathete — - Hypotenuse

ABBILDUNG 122. Illustration vom Satz von Pythagoras.

Bemerkung. Die dem rechten Winkel anliegenden Seiten heilen Katheten und die dem rech-
ten Winkel gegentiber liegende Seite heifit Hypotenuse. Wir kénnen den Satz von Pythagoras
also auch wie folgt formulieren:

Summe der Quadrate der Katheten = Quadrat der Hypotenuse.

Fiir den Satz von Pythagoras gibt es viele verschiedene Beweise. Wir stellen im Folgenden
drei davon vor. Der erste Beweis wird dem indischen Mathematiker Bhaskara (1114-1185)
zugeschrieben.

Beweis vom Satz von Pythagoras durch Bhaskara. Es sei A sg¢ ein Dreieck mit einem rech-
ten Winkel bei C. Wir betrachten das Quadrat, dessen eine Kante die Seite AB ist, und
welches das Dreieck beinhaltet, siche Abbildung 123. In dieses Quadrat fliigen wir noch drei
zu A\ ggc kongruente Dreiecke ein. Dann gilt

¢ = Flicheninhalt von groBem Quadrat

= Flacheninhalt von kleinem Quadrate + Summe der Flacheninhalte der vier Dreiecke
= Flicheninhalt von Quadrat mit Seitenliange |b — a| + 4 - Flacheninhalt von A spc

=[b—al? = %ab da A 4o rechtwinklig
= [b—al>+4-3ab = (b—a)>+2ab = bV* —2ab+a®+2ab = a®+ b O
[« » B
c Seitenldnge |b — al

A
ABBILDUNG 123. Illustration vom ersten Beweis von Satz von Pythagoras.

Der zweite Beweis wird schon im Geometriebuch von Euklid (3. Jahrhundert v. Chr.)
ausgefiihrt.
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SR
B B = T
o A L TSk
e T ‘J‘t‘;—'*’) ¥
il o Sl S R IR k! r
Euklid’s Elemente arabisches Geometriebuch

ABBILDUNG 124.

Beweis im Geometriebuch von Fuklid. Der Beweis des Satzes von Pythagoras wird in Ab-
bildungen 125 und 126 illustriert. Wir wollen den Beweis nur durch wenige Worte erganzen
und erldutern:

(1) In den Abbildungen verfolgen wir ein Dreieck, dessen Spitze zweimal verschoben
wird, ohne die Héhe zu dndern, und welches einmal um 7 gedreht wird. Alle diese
Operationen sind flacheninhalt erhaltend, d.h. das Dreieck zu Beginn hat den glei-
chen Flacheninhalt wie das Dreieck am Ende der Konstruktion. Die Dreiecke W und
W' besitzen also den gleichen Fliacheninhalt.

(2) Da X kongruent zu W und X’ kongruent zu W’ ist sehen wir, dass die Dreiecke X
und X’ auch den gleichen Flacheninhalt besitzen.

(3) Ganz analog verfahren wir mit Y und Y, sowie danach mit Z und Z’.

Insgesamt sehen wir also, dass

V+a> = AW)+AX)+AY)+AZ) = AW+ AX)+ AY)+ A(Z) = .0

w\//

Verschieben der Spitze des Dreiecks Drehung um 3

ABBILDUNG 125. Illustration vom Beweis vom Satz von Pythagoras durch Euklid
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-

Verschiebung der Spitze des Dreiecks

ABBILDUNG 126. Hlustration vom Beweis vom Satz von Pythagoras durch Euklid

Beweis vom Satz von Pythagoras (gefunden vom zwdlfjihrigen Einstein). Es sei A pe ein
Dreieck mit einem rechten Winkel bei C'. Wir bezeichnen mit m den Flicheninhalt von
Aapc. Wir fillen das Lot von C auf die Seite AB und bezeichnen den Lotfufipunkt mit Q.
Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) es ist
dgeB = W—g—ﬁ = o

T T

da Winkelsumme = 7 in Agep und A cp und
beide Dreiecke einen Winkel 7 enthalten

(2) ganz analog zu (1) zeigt man, dass <gca =7 — § —a = f3,
(3) es folgt aus dem Ahnlichkeitssatz 7.3 WWW, dass die Dreiecke Acgp und Aacp
dahnlich sind, es folgt aus Satz 8.3, dass
Flécheninhalt von Acgp

= (Verhéiltnis der Hypo‘cenusen)2 = (9)27

m
(4) ganz analog zu (3) zeigt man, dass
Flécheninhalt von A 4gc

- = (Verhéﬂtnis der Hypotenusen)2 = (*)27

(5) aus Satz 8.1 wissen wir, dass
Flécheninhalt von Acgp + Flicheninhalt von A 4o = Flacheninhalt von A ¢,

indem wir (3) und (4) einsetzen erhalten wir, dass

(5 me (O om = m

c

aus dieser Gleichheit folgt aber sofort, dass a® + b* = 2. 0
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ABBILDUNG 127. Illustration vom Einsteinschen Beweis vom Satz von Pythagoras.

Bemerkung. Ein wichtiger Satz in der Mathematik besitzt oft nicht nur einen oder zwei
Beweise, sondern sehr viele verschiedene. In dem folgendem Programm werden tiber 70
verschiedene Beweise ausfiithrlich erlautert:

http://www.uni-regensburg.de/Fakultaeten/nat_Fak I/friedl/programs/Pythagoras-2018.exe

Beispielsweise gibt es einen Beweis von James Garfield (1831-1881), dieser war 1881 ame-
rikanischer Président. Die Sammlung enthélt auch zwei Beweise des Regensburger Mathe-
matikers Johann Reichenberger, welcher im 18. Jahrhundert lebte.

Satz 8.8. (Kathetensatz) Es sei Aapc ein rechtwinkliges Dreieck. Mit der Notation von
Abbildung 128 gilt

¥V =p-c und a*=q-c

C C
b a
B
A AA B

C P q

ABBILDUNG 128. Illustration des Kathetensatzes.

Beweis. Wenn man Abbildung 129 betrachtet, dann sieht man schon, dass der Katheten-
satz eigentlich eine Verfeinerung des Satzes von Pythagoras ist. Wenn man zudem noch
Abbildung 126 betrachtet, dann sieht man, dass Euklid nicht nur den Satz von Pythagoras
bewiesen hat, sondern gleich noch eine stérkere Aussage, ndmlich den Kathetensatz. Wir
sind also schon fertig! O

In Ubungsblatt 14 werden wir den Hohensatz beweisen.

Satz 8.9. (Hohensatz) Es sei Aapc ein rechtwinkliges Dreieck mit einem rechten Winkel
bei C'. Es sei h die Hohe bei C' und es seien p und q die Lingen der Hypotenusenabschnitte.
Dann gilt

h? = p-q.

Bemerkung. Jeder der drei Siatze (Satz des Pythagoras, Kathetensatz und Hohensatz) impli-
ziert schnell jeden der anderen zwei Satze. Deshalb spricht man oft auch von der Satzgruppe
des Pythagoras.


http://www.uni-regensburg.de/Fakultaeten/nat_Fak_I/friedl/programs/Pythagoras-2018.exe
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gleicher Flacheninhalt gleicher Flicheninhalt

P q

ABBILDUNG 129. Zweite lllustration des Kathetensatzes.

¢ Hohe &

B

~.

Hypothenusenabschnitte
ABBILDUNG 130. Illustration vom Hohensatz.

8.3. Ein warnendes Beispiel. Wir wollen nun ein etwas langeres Beispiel besprechen.
Wir betrachten dazu ein beliebiges Dreieck A 4pc wie in Abbildung 131 links. Wir fithren
folgende Konstruktion durch, welche in Abbildung 131 links skizziert wird.

(1) Es sei F' der Mittelpunkt von AB und es sei f die Mittelsenkrechte von AB.

(2) es sei g die Winkelhalbierende vom Winkel <(4¢ 5,

(3) wir bezeichnen mit P den Schnittpunkt von f und ¢g wie in Abbildung 132 skizziert.
Wir fahren nun wie folgt fort, wie in Abbildung 131 rechts skizziert:

(5) wir fallen das Lot von P auf die Geraden g(A,C) und g(B, C),
(6) wir bezeichen die LotfuBpunkte mit £ und D.

Wir machen nun folgende Beobachtungen:

(1) Wir betrachten die Dreiecke Acgp und Acpp. (Siehe im Folgenden weiterhin Abbil-
dung 131 rechts.) Wir wollen zeigen, dass diese kongruent sind. Es gilt:
(a) nachdem g eine Winkelhalbierende ist gilt <gpcp = <pcp,
(b) es ist <cpp = <cpp, nachdem beide gerade 7 betragen,
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Winkelhalbierende g = gleicher Winkel

C
/IN
Q‘

Mittelsenkrechte f zu AB
ABBILDUNG 131.

(¢) nachdem die Winkelsumme im Dreieck 7 betriagt (siehe Satz 5.4) folgt aus (a)
und (b) auch, dass die dritten Winkel tibereinstimmen,

(d) esist £(CP) =((CP).
Aus dem Kongruenzsatz WSW folgt, also dass die Dreiecke Acgp = Acpp kongruent
sind. Insbesondere gilt /(CE) = ¢(CD) und ¢{(EP) = {(DP)
Wir betrachten nun die Dreiecke Agpp und Apgpp. (Siehe im Folgenden Abbil-
dung 132 links.) Wir wollen auch zeigen, dass diese kongruent sind. Wir machen
folgende Beobachtungen:

(a) Nachdem F der Mittelpunkt der Strecke AB ist, gilt {(AF) = ¢{(BF),

(b) es ist <4rp = <prp, nachdem beide gerade 7 betragen,

(c) esist ((FP) = ((FP).
Aus dem Kongruenzsatz WSW folgt, also dass die Dreiecke A qpp = Apgrp kongruent
sind. Insbesondere folgt, dass ((AP) = ((BP).
Wir betrachten nun noch die Dreiecke Aapr und Apgpp. (Siehe dazu im Folgenden
Abbildung 132 rechts.) Wir wollen zeigen, dass auch diese wiederum kongruent sind.
(a) Wir hatten in (2) gezeigt, dass ((AP) = {(BP),

(b) wir hatten in (1) gezeigt, dass ((PE) = {(PD).

(C) Es ist <lpga = g und <{ppp = g
Es folgt also aus dem Kongruenzsatz SS7, dass die beiden Dreiecke Aypp und Agpp
in der Tat kongruent sind. Insbesondere gilt ((AE) = (BD.

Wir fassen nun zusammen:

(a)

(b) in

In (1) hatten wir gezeigt, dass ¢(C'E) = ¢(CD), und
(3) hatten wir gezeigt, dass ((AE) = (BD.

Zusammenfassend erhalten wir also, dass

(TA) = ((CE)+((EA) = (CD)+((DB) — (TB).
0 0 0

denn E unterteilt CA nach (a) und (b)  denn D unterteilt CB
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VY VA
A\F/ A

gleiche Lange
ABBILDUNG 132.

Wir haben also gezeigt, dass die beiden Seiten C'A und CB gleich lang sind.

Wir sind aber von einem beliebigen Dreieck ausgegangen, wie kann es dann sein, dass
wir bewiesen haben, dass zwei Seitenlangen gleich lang sein miissen. Irgendwo ist im obigen
Argument der Wurm drinnen. Aber wo?
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9. SPHARISCHE GEOMETRIE (%)

9.1. Geodaten. Zum Abschlufl der Vorlesung wollen wir noch etwas sphérische Geometrie
studieren, d.h. wir wollen Geometrie auf einer Kugeloberfliche studieren. Im folgenden
bezeichnet

S? = {(z,y,2) € R¥ |2 +¢y* + 22 =1}
die Sphére im 3-dimensionalen Raum.

Definition. Es seien P und @) zwei Punkte. Ein kiirzester Weg von P nach ) heifit Geodate.

Beispiel. Wenn P und () zwei Punkte in der Ebene E sind, dann gibt es genau eine Geodéte,
namlich die Strecke PQ).

Es stellt sich nun folgende Frage:

Frage 9.1. Es seien P und QQ zwei Punkte auf der Sphéire S?.
(1) Was ist die Geoddte von P nach Q¥

(2) Gibt es iberhaupt eine eindeutig bestimmte Geoddte von P nach @Q oder kann es
mehrere geben?

In Abbildung 133 sehen wir die Route von einem Flug von Houston nach Miinchen.
Genauer gesagt, wir sehen die Route auf einer Karte der Erdoberfliche. Der Pilot wahlt
natiirlich auf der Sphére die kiirzeste Route, aber wie wir in Abbildung 133 sehen, entspricht
die kiirzeste Route auf der Karte nicht der “direkten” Route in E = R2. In Abbildung 134

__ Flugroute vom 4. Juni

warum nicht die
“direkte” Flugroute?

ABBILDUNG 133.
sehen wir noch einige weitere Flugrouten von Frankfurt nach Nordamerika.
Um diese Flugrouten erklaren zu kénnen benétigen wir folgende Definition.

Definition. Ein Grofkreis auf S? ist der Schnitt von S? mit einer Ebene, welche den Ur-
sprung enthélt.

Bemerkung. Fiir zwei Punkte P # £Q auf S? gibt es genau eine Ebene, welche den Utr-
sprung sowie die Punkte P und () enthéalt. Mit anderen Worten, fiir P # +@ gibt es genau
einen Groflkreis durch P und Q.

Folgender Satz wird beispielsweise in [Fr| bewiesen:
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Flugrouten von Frankfurt nach Nordamerika

ABBILDUNG 134.

©-

GroBkreis, welcher von
P und @ aufgespannt wird

ABBILDUNG 135.

Satz 9.2. Es seien P und Q zwei Punkte auf S%. Jede Geodite von P nach Q verliuft auf
einem Grofikreis durch P und Q).

Fir P und @ auf S? sei nun a(P,Q) € [0,7] der Winkel, welcher von dem Ursprung
und den Punkten P und @ aufgespannt wird. Etwas genauer, a = a(P, Q) ist die eindeutig
bestimmte reelle Zahl « in [0, 7] mit

(P,Q) = cos(a).
Folgender Satz stammt ebenfalls aus [Fr].

Satz 9.3. Es seien P und Q zwei Punkte auf S*. Dann gilt

(1) der Abstand von P und Q auf S* betrigt (P, Q).

(2) Wenn P # +Q, dann gibt es genau eine Geoddte von P nach Q, diese bewegt sich
auf dem eindeutig bestimmten Grofkreis durch P und Q).

(3) Wenn P = —Q, dann gibt es unendlich viele Grofkreise durch P und @, und jeder
Halbgrof$kreis durch P und @) entspricht gerade einer Geoddte von P nach Q).

9.2. Volumen und Oberfliche einer Kugel. In diesem Abschnitt wollen wir das Volu-
men und die Oberfliche einer Kugel mit beliebigem Radius r > 0 bestimmen.

Satz 9.4. Es seir > 0 und es sei
K(r) = {(z,y,2) | 2* + > + 2° < r?}
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P— Geodéte von P nach Q Geodéte von

pP—
ist eindeutig, ‘ P nach Q = —P ist
die Lénge betragt a(P, Q) ‘ nicht eindeutig
NI U/
der Winkel a(P, Q)

ABBILDUNG 136.

<"\ _p

die Kugel mit Radius r. Dann gilt
Volumen(K (r)) = %W 73,

Beweis. Wir bezeichnen mit

H = {(z,y,2)|2* +y*+ 2> <r*und z > 0}
die Halbkugel von Radius r. Zudem bezeichnen wir mit

Z = {(z,y,2)| 2> +y* <r*und z € [0, 7]}
den Zylinder mit Radius r und Hohe r und wir bezeichnen mit

P = {(xv,y,2)]|2*+y*=2*und z > 0}
den “umgedrehten” Kegel, dessen “Deckel” gegeben ist durch die Scheibe von Radius r in
der z = r-Ebene und dessen Spitze der Ursprung (0,0, 0) ist.

h Kegelspitze (0,0, 0)
Halbkugel H Zylinder Z Kegel P

ABBILDUNG 137.

Fiir jedes s € [0, 7] betrachten wir nun den Schnitt mit der Hyperebene z = s, d.h. mit
der Hyperebene E, := {(z,y,s) | z,y € R*}. Es ist
denn H N E, ist eine Scheibe von Radius v/r2 — s2, siche Abbildung 138
1
Flicheninhalt von HNE, = n(r? —s%) = 7-r* —m-s°
= Flacheninhalt von Z N B, — Flacheninhalt von PN E,
/]\

denn Z N Ej ist eine Scheibe von Radius » und P N Ej ist eine Scheibe von Radius s
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Scheibe von Radius v/r? — s2

z-Achse

Halbkugel H Zylinder Z Kegel P

ABBILDUNG 138.

Nachdem dies fiir alle s gilt, folgt nach dem Cavalierischen Prinzip, dass

Volumen von H = Volumen von Z — Volumen von P = 7r? - r — %mj o=

2

| = <

3

g?T'T.

Scheibe von Radius 72 Scheibe von Radius s

Fiir die Vollkugel K ist das Volumen natirlich das Doppelte, d.h. das Volumen betréigt

%77 73, O
Satz 9.5. Es seir > 0 und es sei
K(r) = {(z,y,2)|2* +y* + 2* <17}
die Kugel mit Radius r. Dann gilt
Oberfliche von K(r) = 4-7-r%
Beweisskizze. Es sei also r > 0. Fiir kleine h > 0 gilt
Volumen von K(r+h) = Volumen(K(r)) + Volumen(K(r + h) \ K(r))
~ Volumen(K (r)) + Oberfliche(K (7)) - h.
/]\
denn K(r+ h)\ K(r) ist dhnlich dem Produkt der Kugeloberflache
mit einem Intervall der Lénge h, siche Abbildung 139
Also folgt, dass
4 4
_ Sro(r4+h)3 — Zard
Oberflache(K(r)) = lim Volumen(K (r + h)) — Volumen(K(r)) lim 3" (r+h)*—3mr
h—0 h h—0 h
4 . (r+h)3—r3 4 . 13+ 3r2h+3rh? + A3 — 3
= om-lim——— = 27 lim
i h=0 h 3 0 h
_ Ay 2 2y _ 4 2 _ 2
= Sﬂ'}llli%(?ﬂ” +3rh+h?) = 3m-3r? = 4w -r® O
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“kleines h”

~_— Oberflache von K(r)

“kleines h”

K(r+h)

Volumen(K (r 4+ h) \ K(r)) ~ Oberfliche(K(r)) - h
ABBILDUNG 139.

9.3. Spharische Dreiecke.

Definition. Ein sphdrisches Dreieck ist eine Teilmenge der Sphare, welche von drei Grof3-
kreisen begrenzt ist, siche Abbildung 140.

euklidisches Dreieck A4pc sphérisches Dreieck A spc

ABBILDUNG 140.

Wir wollen nun die Innenwinkel von einem sphérischen Dreieck betrachten. Dazu miissen
wir uns zuerst tiberlegen, was denn nun “Winkel” heiflen soll. In Kapitel 1.3 hatten wir zwei
verschiedene Definitionen des Winkels zwischen zwei Vektoren v, w € R?\ {0} gegeben. Die
zweite, weniger anschauliche Definition, hat den grofien Vorteil, dass sie sich problemlos auf
den 3-dimensionalen Fall verallgemeinert. Genauer gesagt, wir haben folgende Definition,
welche wort-wortlich die gleiche Definition ist wie die, welche wir schon auf Seite 7?7 gegeben
hatten.

Definition.
(1) Es seien v und w zwei Vektoren in R?, welche von null verschieden sind. Wir defi-
nieren den Winkel zwischen v und w als

<(v,w) = arccos( <v’w>> € [0,7],

o] - [wl

wobei arccos: [—1,1] — [0, 7] die Arkuskosinusfunktion ist.
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(2) Wenn sich (Abschnitte) von zwei Grofkreise in einem Punkt P schneiden, dann
definieren wir den Winkel bei P als den (kleineren) Winkel zwischen den Richtungs-
vektoren, sieche Abbildung 141.

P

i 7
Abschnitte von Grofikreisen Richtungsvektoren

ABBILDUNG 141.

Satz 9.6. Es sei A pc ein Dreieck auf S?, welches sich in einer offenen Halbsphdre befin-
det. Dann gilt

Flicheninhalt von ANapc = Summe der Innenwinkel — .
FEtwas allgemeiner, fir ein Dreieck AN apo auf einer Sphdre von Radius r gilt

Flicheninhalt von Aage = 12 - Summe der Innenwinkel — 7.

Bemerkung.

(1) Satz 9.6 besagt also, dass der Flicheninhalt von einem Dreieck auf S? durch sei-
ne Innenwinkel festgelegt ist, oder mit anderen Worten, aus seinen Innenwinkeln
bestimmt werden kann.

(2) Der Satz gilt insbesondere auch fiir Dreiecke auf der Erdoberflache, insbesondere
also auch fir alle Dreiecke, welche man in der Schule gezeichnet und abgemessen
hat. Diese Dreiecke sind jedoch im Vergleich zur Erdoberfliche so klein, dass man
den Unterschied zwischen der Summe der Innenwinkel und 7 nicht messen kann.

Beispiel. Wir betrachten ein Dreieck, welches aufgespannt wird durch den “Nordpol” (0,0, 1)
und zwei Punkte auf dem “Aquator” {(z,y,2) € S?|z = 0}, siche Abbildung 142. Es sei
a der Innenwinkel am Nordpol. Die Innenwinkel an den Punkten auf dem Aquator sind
gerade 7. Wir sehen also, dass der Fldacheninhalt des Dreiecks gegeben ist durch

Summe der Innenwinkel — 7 = a + g + g —-T = .
Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einer einfachen Vorbemerkung. Ein Zweieck mit

Winkel o € (0, 7) ist eine Teilmenge von S?, welche durch zwei Grofkreise begrenzt wird,
welche den Winkel « einschlagen. Diese Definition wird in Abbildung 143 illustriert. Es gilt

Flacheninhalt von Zweieck mit Winkel o = 2& - Flacheninhalt von S? = 2a.
Y
=4r
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52
' Dreieck mit Winkel o am Nordpol

\_/

ABBILDUNG 142.

.‘ Zweieck mit Winkel «

52

ABBILDUNG 143. Ein Zweieck mit Innenwinkel o auf S2.

Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Beweis von Satz 9.6. Es sei also A = A 4pc ein
Dreieck auf S2. Die drei Grofikreise, welche durch die Seiten des Dreiecks gebildet werden,
zerteilen S? in folgende acht Dreiecke:!”

(1) das urspriingliche Dreieck A,

(2) das Dreieck X, welches auf der anderen Seite der Strecke BC' liegt,'®

(3) das Dreieck Y, welches auf der anderen Seite der Strecke AC liegt,

(4) das Dreieck Z, welches auf der anderen Seite der Strecke AB liegt,

(5) die Spiegelungen A’ X' Y’ 7' der Dreiecke A, X,Y, Z im Ursprung.
Diese acht Dreiecke sind in Abbildung 144 skizziert. Wir bezeichnen mit z,y, 2,0, 2, ¢/, 2/, ¢’
die Flacheninhalte von X, Y, Z A, X" Y' Z' /. Offensichtlich ist A U X ein Zweieck mit
Winkel . Damit folgt aus der Vorbemerkung, dass 4+ 0 = 2a. Analog gilt x4+ = 2 und
y + 6 = 2. Es folgt nun, dass

47 = Flicheninhalt von S? = 6+ 0 +ax+2'+y+y + 2+ 2 = 20+ 2x+ 2y + 2z
T T

Zerlegung von S? in die 8 Dreiecke A und A’ sind Spiegelbilder, also ist § = &',
ganz analog gilt x =2/, y =9/, 2 = 2’

=200+2)+2(0+y)+2(0+2)—46 = 4(a+ B+7) —40.
=2« =23 =2y
Durch Auflésen nach ¢ erhalten wir jetzt die gewiinschte Aussage. O

177 wei GroSkreise zerlegen S? in vier Zweiecke, der dritte Grofikreis zerteilt nun jedes Zweieck in zwei
Dreiecke, wir erhalten also insgesamt acht Dreiecke.
BEtwas genauer, X ist das Dreieck, welches von B, C' und vom Spiegelbild —A aufgespannt wird.
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ABBILDUNG 144.

A U X ist ein Zweieck mit Winkel «
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